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Re´sume´
Les Oscillations Baryoniques Acoustiques (BAOs) correspondent au phe´nome`ne d’ondes acous-
tiques dans le plasma baryon-photon avant la recombinaison. Ces oscillations impriment une e´chelle
standard, correspondant a` l’horizon sonique, qui peut eˆtre observe´e dans les grandes structures de
l’Univers. De par cette proprie´te´ d’e´talon standard, les BAOs permettent d’e´tudier la relation distance-
redshift dans les catalogues de galaxies et fournissent un outil tre`s prometteur pour e´tudier les pro-
prie´te´s de l’e´nergie sombre.
Les BAOs peuvent eˆtre e´tudie´s a` partir des statistiques du second ordre (la fonction de corre´lation
ou le spectre de puissance) dans la distribution des galaxies. Dans cette the`se, on se restreint au cas de
la fonction de corre´lation. Les BAOs apparaissent dans la fonction de corre´lation comme un faible pic
a` l’e´chelle de l’horizon sonique. Il y a deux applications principales des BAOs : la de´tection des BAOs
et la contraintes des parame`tres cosmologiques graˆce a` la proprie´te´ d’e´talon standard. La de´tection
du pic BAO a` une e´chelle proche de l’e´chelle attendue permet de confirmer le mode`le cosmologique
actuel. Quant a` la contrainte des parame`tres cosmologiques, permettant d’e´tudier l’e´nergie sombre, il
s’agit d’un objectif majeur de la cosmologie moderne.
Dans cette the`se, on s’inte´resse a` diffe´rents proble`mes statistiques concernant l’e´tude de la fonction
de corre´lation dans la distribution des galaxies, avec un accent particulier sur l’e´tude des BAOs.
Dans la premie`re partie, on fait une e´tude a` la fois the´orique et pratique du biais duˆ a` la contrainte
inte´grale dans les estimateurs de la fonction de corre´lation. On montre que ce biais est tre`s faible
pour les releve´s de galaxies actuels. Dans la seconde partie, on s’inte´resse a` la de´tection des BAOs.
On montre les limitations de la me´thode de de´tection classique, et on propose une nouvelle me´thode
plus rigoureuse. Notre me´thode permet notamment de prendre en compte la de´pendance de la matrice
de la covariance de l’estimateur en fonction du mode`le. Enfin dans la troisie`me partie, on e´tudie a`
nouveau la question la de´pendance de la matrice de la covariance, cette fois pour la contrainte des
parame`tres cosmologiques. On estime une matrice de covariance de´pendant du mode`le et l’on compare
nos contraintes avec les contraintes obtenues en faisant l’approximation habituelle d’une matrice de
covariance constante. On montre que l’effet de cette approximation est relativement faible et diminue
lorsque les releve´s de galaxies grandissent.
VI Re´sume´
Abstract
Baryon Acoustic Oscillations (BAOs) correspond to the acoustic phenomenon in the baryon-photon
plasma before recombination. BAOs imprint a particular scale, corresponding to the sound horizon,
that can be observed in large-scale structures of the Universe. Using this standard ruler property,
BAOs can be used to probe the distance-redshift relation in galaxy catalogues, thus providing a very
promising tool to study dark energy properties.
BAOs can be studied from the second order statistics (the correlation function or the power spec-
trum) in the distribution of galaxies. In this thesis we restrict to the case of the correlation function.
BAOs appear in the correlation function as a small localized bump at the scale of the sound horizon in
comoving coordinates. There are two major applications of BAO study : BAO detection and cosmolo-
gical parameter constraints using the standard ruler property. The detection of BAOs at the expected
scale enables to confirm the current cosmological model. As for cosmological parameter constraints,
enabling the study of dark energy, it is a major goal of modern cosmology.
In this thesis we tackle different statistical problems concerning the correlation function analysis in
the galaxy distribution, with a focus on the study of BAOs. In the first part, we make both a theoretical
and practical study of the bias due to the integral constraints in correlation function estimators. We
show that this bias is very small for current galaxy surveys. In the second part we study the BAO
detection. We show the limitations of the classical detection method and propose a new method, which
is more rigorous. In particular our method enables to take into account the model-dependence of the
covariance matrix of the estimators. In the third part, we focus again on the model-dependence of the
covariance matrix, but this time for parameter constraints. We estimate a model-dependent covariance
matrix and compare our constraints with constraints obtained by making the usual approximation of
a constant covariance matrix. We show that the effect of this approximation is quite small for current
galaxy surveys and decreases with the survey size.
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Introduction
Cette the`se porte sur l’e´tude des corre´lations dans la distribution des galaxies, et notamment sur
l’e´tude des Oscillations Baryoniques Acoustiques (BAOs), qui impriment une e´chelle caracte´ristique
de corre´lation. Elle s’inscrit dans la proble´matique plus ge´ne´rale de la cosmologie.
La cosmologie est la science en charge de de´crire l’univers de fac¸on globale, et notamment sa
formation et son e´volution. Cette science a donc grandement e´volue´ au fur et a` mesure que l’homme
a pris conscience de l’e´tendue de l’univers. Avant le 19e`me sie`cle, l’univers connu e´tait simplement
re´duit au syste`me solaire. L’e´tude de la re´partition des e´toiles au sein de notre galaxie a ensuite e´te´
effectue´e jusqu’au de´but du 20e`me sie`cle. Dans les anne´es 1920 les travaux de Hubble montre`rent la
nature extragalactique des objets que l’on appelait alors les ’ne´buleuses’, puis montre`rent que l’univers
e´tait en re´alite´ en expansion. Couple´e aux travaux d’Einstein en 1915 sur la relativite´ ge´ne´rale, cette
de´couverte permit de jeter les bases de la cosmologie moderne : l’univers et en expansion et suit les
lois de la relativite´ ge´ne´rale.
La notion d’expansion de l’univers implique naturellement l’ide´e que l’univers e´tait plus chaud et
dense dans le passe´, et plus pre´cise´ment le mode`le du Big Bang qui a e´merge´ vers le milieu du 20e`me
sie`cle. La deuxie`me partie du 20e`me sie`cle a permis la de´couverte de deux composantes nouvelles
dans l’univers : la matie`re noire et l’e´nergie sombre. Il est maintenant admis que la matie`re ordinaire
ne constitue que quelques pourcents de la masse totale dans l’univers. De plus il existe une e´nergie
sombre encore inconnue, qui posse`de une pression ne´gative, et qui cause l’acce´le´ration de l’expansion
de l’univers.
Ce mode`le standard permet de bien de´crire les nombreuses observations cosmologiques, concernant
la structure et la dynamique de l’univers. Il comporte toutefois un grand nombre de parame`tres qu’il
faut ajuster pour de´crire les observations. En particulier la mesure des parame`tres de l’e´nergie sombre
pour de´crire cette forme d’e´nergie myste´rieuse constitue un objectif majeur de la cosmologie moderne.
Cette the`se a pour but d’apporter une contribution dans cette compre´hension, a` travers diffe´rentes
e´tudes statistiques de la corre´lation dans la distribution des galaxies. En particulier nous nous inte´ressons
aux BAOs, qui impriment une e´chelle particulie`re dans la fonction de corre´lation des galaxies. Il y a
deux applications principales des BAOs. D’une part, la de´tection du pic BAO a` une e´chelle proche
de l’e´chelle attendue permet de confirmer le mode`le cosmologique actuel. D’autre part, les BAOs
constituent ce que l’on appelle un e´talon standard permettant de mesurer la ge´ome´trie de l’univers,
et donc de contraindre les parame`tres cosmologiques. Leur e´tude fournit en particulier un moyen tre`s
prometteur d’e´tudier les proprie´te´s de l’e´nergie sombre.
Du fait de la faiblesse du signal BAO dans la fonction de corre´lation, il est important de bien
tenir compte de tous les effets statistiques intervenant dans l’analyse, qui pourraient causer des effets
syste´matiques inde´sirables. Cette the`se est principalement oriente´e vers l’e´tude de certains effets sta-
tistiques pouvant affecter l’analyse.
Ce manuscrit est organise´ de la fac¸on suivante :
⋆ Le premier chapitre de´crit le mode`le cosmologique standard ainsi que la physique du phe´nome`ne
des Oscillations Baryoniques Acoustiques.
⋆ Dans le chapitre 2, on pre´sente les diffe´rentes me´thodes d’analyse statistique de la distribution
des galaxies, avec un accent sur l’e´tude de la fonction de corre´lation. On montrera comment
cette e´tude permet d’e´tudier les mode`les cosmologiques, e.g. pour contraindre les parame`tres
cosmologiques ou pour e´tudier l’homoge´ne´isation de l’univers aux grandes e´chelles.
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⋆ Dans le chapitre 3, on de´crit les releve´s de galaxies existants, et notamment les diffe´rents cata-
logues de galaxies utilise´s dans cette the`se. On pre´sente ensuite les diffe´rents types de simulations
que l’on utilise pour l’e´tude statistique de ces diffe´rents catalogues.
⋆ On commence a` pre´senter notre travail proprement dit dans le chapitre 4. Dans ce chapitre, on
e´tudie l’incertitude sur les diffe´rents estimateurs ξˆ de la fonction de corre´lation pour les releve´s de
galaxies actuels. On montre comment ces estimateurs sont affecte´s par l’incertitude sur la densite´
moyenne de galaxies n¯, qui cause notamment un biais connu sous le nom de ’contrainte inte´grale’.
⋆ Dans le chapitre 5, on s’inte´resse au proble`me particulier de la de´tection des BAOs. On montre
les limitations de la me´thode de de´tection classique, et l’on propose une nouvelle me´thode plus
rigoureuse. Notre me´thode permet notamment de prendre en compte la de´pendance de la ma-
trice de la covariance Cθ de l’estimateur ξˆ en fonction du mode`le θ.
⋆ Enfin dans le dernier chapitre, on e´tudie a` nouveau la question la de´pendance de la matrice
de la covariance Cθ, cette fois pour la contrainte des parame`tres cosmologiques. On compare
les contraintes obtenues avec une matrice de covariance de´pendant du mode`le Cθ, avec les
contraintes obtenues en faisant l’approximation habituelle d’une matrice de covariance constante.
⋆ En annexe on pre´sente diffe´rents re´sultats mathe´matiques dont on a eu besoin pour le travail
pre´sente´ dans ce manuscrit. On liste e´galement les publications et autres contributions qui re-
posent sur ce travail.
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Mode`le cosmologique standard
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1.1 Mode`le de Friedmann-Lemaˆıtre-Roberston-Walker (FLRW)
1.1.1 Le principe cosmologique
Le principe cosmologique est l’hypothe`se selon laquelle l’univers est spatialement homoge`ne, c’est a`
dire identique en tout point. Ceci est en contradiction avec l’existence de structures dans la distribution
de matie`re jusqu’a` de tre`s grandes e´chelles. Cependant le principe peut eˆtre reformule´ plus faiblement
en conside´rant que l’univers est homoge`ne lorsque l’on conside`re des e´chelles assez grandes (i.e. apre`s
un lissage du champ de matie`re a` une e´chelle suffisamment grande).
Le principe cosmologique fut implicitement formule´ par Einstein en 1917 lorsqu’il cherchait des
solutions particulie`res aux e´quations de la relativite´ ge´ne´rale de´crivant l’univers dans son ensemble.
Comme le terme principe l’indique, il n’existait a` l’e´poque aucune preuve observationnelle. Aujour-
d’hui de nombreuses observations sont venues corroborer l’homoge´ne´ite´ de l’univers a` des e´chelles
suffisamment grandes (voir Davis (1997) et la discussion dans la section 2.3) :
– L’isotropie des donne´es 2D sur le ciel : catalogues de sources en rayons X, catalogues de sources
radio, sursauts gamma et surtout la remarquable isotropie du CMB (avec des anisotropies ne
de´passant pas ∆T/T ≈ 10−5)
– L’homoge´ne´ite´ des grands releve´s de galaxies re´cents dont le 2 degree Field Galaxy Redshift Sur-
vey et le Sloan Digital Sky Survey a` des e´chelles au dela` de 70h−1Mpc
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Notons que l’isotropie de l’univers n’implique pas ne´cessairement l’homoge´ne´ite´, car on peut ima-
giner un univers avec une syme´trie sphe´rique qui ne soit pas homoge`ne. Cependant cela impliquerait
que l’on occupe une place privile´gie´e dans l’univers. Donc si l’on combine l’hypothe`se d’isotropie avec
le principe de Copernic, selon laquelle nous n’occupons pas une position spe´ciale dans l’univers, on
retrouve l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ de l’univers.
1.1.2 Me´trique de Robertson-Walker et e´quations de Friedmann-Lemaˆıtre
La relativite´ ge´ne´rale e´labore´e par Albert Einstein entre 1907 et 1915 est la pierre de vouˆte de la
cosmologie moderne. Aucun des nombreux tests expe´rimentaux effectue´s a` ce jour n’a pu la mettre
en de´faut. Elle e´nonce que la gravitation ne doit pas eˆtre conside´re´e comme une force mais comme
la de´formation de l’espace-temps, et que cette de´formation de´pend elle-meˆme du contenu e´nerge´tique
sous forme de masse ou d’e´nergie cine´tique.
Les de´formations de l’espace-temps sont exprime´es a` l’aide d’une me´trique qui permet d’exprimer
la distance entre deux e´ve´nements. Dans un espace Euclidien a` trois dimensions par exemple, deux
points se´pare´s par un vecteur dx = (dx,dy,dz) = (dx1,dx2,dx3) sont se´pare´s par une distance ds :
ds2 = dx2 + dy2 + dz2 =
∑
i,j
gi,jdx
idxj (1.1)
avec gij = δij et δij le symbole de Kronecker. Dans le contexte de la relativite´, les distances que l’on
conside`re incluent e´galement le parame`tre temps, et les e´ve´nements sont repe´re´s par trois coordonne´s
d’espace et une coordonne´e de temps. Les distances s’expriment alors :
ds2 =
∑
µ,ν
gµνdx
µdxν (1.2)
ou` l’on a adopte´ la convention habituelle d’utiliser des indices grecs au lieu d’indices latins pour les
quadri-vecteurs (vecteurs dans l’espace-temps). Dans le cadre de la relativite´ restreinte, l’espace-temps
est un espace de Minkowski ou` la distance propre entre deux e´ve´nements est donne´e par :
ds2 = cdt2 − dx2 (1.3)
avec c = 299, 792, 458 m/s la vitesse de la lumie`re. Dans la suite on utilisera un syste`me d’unite´s avec
c = 1 pour simplifier les notations. La me´trique dans un espace de Minkowski est donc e´gale a` :
gµν = ηµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (1.4)
Regardons d’abord comment la me´canique newtonienne se ge´ne´ralise dans ce cas. Le premie`re loi
de Newton e´nonce qu’une particule libre (i.e. qui n’est soumise a` aucune force) suit l’e´quation du
mouvement suivante :
d2xi
dt2
= 0 (1.5)
Ceci est en fait e´quivalent a` dire que les particules libres suivent des lignes droites dans l’espace-temps
4D. Il se trouve que c’est aussi e´quivalent a` de´crire la trajectoire des objets aux repos comme des
ge´ode´siques 1 dans l’espace de Minkowski 2.
En relativite´ ge´ne´rale, les particules au repos suivent e´galement des ge´ode´siques dans l’espace-
temps. La diffe´rence avec la relativite´ restreinte est que la me´trique (gµν) peut eˆtre bien plus com-
plique´e que dans l’expression (1.3). Les de´formations de l’espace-temps, qui interviennent au travers
de la me´trique, peuvent donc influencer la trajectoire des objets de fac¸on complexe.
Heureusement le principe cosmologique se traduit par un grand nombre de syme´triques de la
me´trique, ce qui simplifie grandement son expression. En effet, l’expression ge´ne´rale de la me´trique dans
1. Une ge´ode´sique est une trajectoire qui maximise localement la distance propre ∆s inte´gre´e sur la trajectoire entre
deux e´ve´nements.
2. En effet les ge´ode´siques sont des droites dans un espace de Minkowski.
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Figure 1.1 – Repre´sentation bidimensionnelle des diffe´rents types de ge´ome´tries possibles pour l’uni-
vers. Image de la NASA.
un espace-temps homoge`ne et isotrope fut de´couverte par Robertson et Walker de fac¸on inde´pendante
vers 1935. En coordonne´es sphe´riques (r, θ, φ) :
ds2 = dt2 − a(t)2
(
dr2
1− kr2 + r
2dΩ2
)
(1.6)
ou` a(t) est le facteur d’e´chelle qui de´crit l’expansion de l’univers au temps t (ou plus simplement le
facteur d’expansion de l’univers), et dΩ2 = dθ2 + sin2 θ dφ l’angle solide. La courbure de l’espace k
peut eˆtre pris dans {−1, 0, 1}, ce qui correspond respectivement a` un espace hyperbolique, euclidien
ou sphe´rique (voir figure 1.1). Il faut quand meˆme noter que cette forme de me´trique n’est valable que
lorsque le principe cosmologique est parfaitement ve´rifie´ (i.e. que l’univers est parfaitement homoge`ne).
Comme nous l’avons vu dans la section 1.1.1, l’univers n’est en fait homoge`ne qu’a` des e´chelles suf-
fisamment grandes. L’e´quation (1.6) ne de´crit donc pas parfaitement la me´trique aux petites e´chelles,
mais donne une me´trique moyenne. Ceci est responsable du ’proble`me de moyennage’ en relativite´
ge´ne´rale, qui apparaˆıt lorsque l’on mesure des quantite´s par moyennage (e.g. la fonction de corre´lation,
le spectre de puissance ou des parame`tres comme la constante de Hubble) dans un e´chantillon. Lorsque
l’on fait cela en utilisant la me´trique de Robertson-Walker, on suppose que l’e´chantillon est homoge`ne,
ce qui n’est pas exactement le cas. Comme les e´quations d’Einstein (1.10) sont non line´aires, les
re´sultats attendues pour les quantite´s moyenne´es ne sont pas force´ment les meˆmes pour la me´trique
moyenne´e de l’e´quation (1.6) que pour la vraie me´trique (phe´nome`ne de backreaction, voir Ra¨sa¨nen
(2011)). Cette forme de me´trique est toutefois a` la base de la cosmologie moderne car elle peut eˆtre
combine´e avec les e´quations d’Einstein (1.10) pour de´crire l’e´volution globale de l’Univers comme nous
allons le voir.
Effectuons le changement de coordonne´es r → χ, ou` χ permet de de´terminer les distances como-
biles 3 : 

r = sin(χ) si k = 1
r = χ si k = 0
r = sinh(χ) si k = −1
(1.7)
On obtient alors :
ds2 = dt2 − a(t)2 (dχ2 + S2k(χ)dΩ2) (1.8)
3. La distance comobile entre deux objets fait abstraction de l’expansion de l’univers, c’est-a`-dire utilise une unite´
de longueur qui suit l’expansion de l’univers.
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ou` l’on a :
Sk(χ) =


sin(χ) si k = 1
χ si k = 0
sinh(χ) si k = −1
(1.9)
Jusqu’ici nous avons pre´sente´ le concept de me´trique exprimant les de´formations de l’espace-
temps. Mais nous n’avons pas bien pre´cise´ comment sont ge´ne´re´es ces de´formations. En me´canique
newtonienne, la force de gravitation est ge´ne´re´e par la distribution de masse. De fac¸on analogue, en
relativite´ ge´ne´rale, les de´formations de l’espace-temps sont ge´ne´re´es par la distribution d’e´nergie. Ceci
s’exprime a` travers l’e´quation d’Einstein :
Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν = 8πGTµν (1.10)
avec le tenseur Gµν de´pendant de la me´trique et de ses de´rive´es, et le tenseur Tµν correspondant au
tenseur e´nergie-impulsion. Dans le cas d’un gaz parfait homoge`ne et isotrope, on obtient :
Tµν =


−ρ 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P

 (1.11)
En se servant de cette forme pour Tµ,ν ainsi que de la forme de la me´trique (1.6), l’e´quation
d’Einstein (1.10) se simplifie grandement. On obtient les e´quations suivantes, de´couvertes par Friedman
et Lemaˆıtre de fac¸on inde´pendante, respectivement en 1922-1924 et en 1927 :
H2 =
(
a˙
a
)2
=
8πG
3
ρ− k
a2
(1.12)
a¨
a
= −4πG
3
(ρ+ 3P ) (1.13)
A l’heure actuelle, ces e´quations constituent toujours la base de la cosmologie moderne. On voit dans
l’e´quation (1.12) qu’il existe ne´cessairement une valeur critique de la densite´ telle que l’univers est
plat (i.e. k = 0) :
ρc =
3H2
8πG
(1.14)
Lorsque Einstein formula la the´orie de la relativite´, il e´tait alors admis que l’univers e´tait statique
(voir section 1.2). Or on voit imme´diatement avec l’e´quation (1.13) que l’univers ne peut pas eˆtre
statique a` moins d’avoir ρ = −3P, c’est a` dire a` moins d’avoir une densite´ ou une pression ne´gative.
Ceci conduit Einstein a` modifier l’e´quation (1.10) en introduisant la constante cosmologique Λ :
Rµν − 1
2
Rgµν − Λgµν = 8πGTµν (1.15)
On peut voir ceci comme rajouter un terme au tenseur-e´nergie impulsion T˜µν = Tµν +Λgµν . Ceci
correspond a` une nouvelle composante dont l’e´quation d’e´tat reliant pression et e´nergie est PΛ = wρΛ
avec w = −1. La constante cosmologique a donc l’e´tonnante proprie´te´ d’exercer une pression ne´gative.
La pression et densite´ globales sont alors donne´es par :
P˜ = P + PΛ = P − Λ
8πG
(1.16)
ρ˜ = ρ+ ρΛ = ρ+
Λ
8πG
(1.17)
Les e´quations (1.12) et (1.13) deviennent :
H2 =
8πG
3
ρ˜− k
a2
(1.18)
=
8πG
3
ρ+
Λ
3
− k
a2
(1.19)
a¨
a
= −4πG
3
(
ρ˜+ 3P˜
)
(1.20)
= −4πG
3
(ρ+ 3P ) +
Λ
3
(1.21)
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Avec une constante cosmologique, il devient possible de construire un univers statique (i.e. avec
a˙ = 0 et a¨ = 0). Cependant un tel univers statique est en re´alite´ instable parce que les inhomoge´ne´ite´s
locales conduisent ine´vitablement, soit a` une expansion, soit a` une contraction de l’univers. De plus
lorsque Hubble de´couvrit en 1929 que l’univers est en expansion, Einstein de´crivit l’introduction de Λ
comme sa plus grande erreur. Plus pre´cise´ment, Hubble constata que les galaxies environnantes ont
une vitesse de re´cession proportionnelle a` leur distance, i.e. suivent la loi de Hubble (Hubble 1929) :
v = H0d (1.22)
Les vitesses de re´cession des galaxies qui expriment une dilatation de l’espace lui-meˆme engendrent
un accroissement de la longueur d’onde des photons, i.e. un de´calage vers le rouge (redshift). Le redshift
d’un objet observe´ a` travers des photons e´mis au temps t est donc lie´ au facteur d’expansion de l’univers
a :
1 + z =
a(t0)
a(t)
=
1
a(t)
(1.23)
ou` t0 repre´sente le temps actuel et l’on prend la convention habituelle que le facteur d’expansion actuel
a(t0) est e´gal a` 1.
La constante cosmologique n’e´tait plus ne´cessaire et fut abandonne´e jusqu’a` la fin des anne´es 90,
ou` cette composante fut a` nouveau ne´cessaire pour expliquer l’expansion acce´le´re´e mesure´e avec des
supernovae (Riess et al. 1998; Perlmutter et al. 1999). Plus pre´cise´ment cette acce´le´ration ne peut eˆtre
explique´e qu’avec l’addition d’une composante telle que w < −1/3 (i.e. avec une pression ne´gative),
connue sous le nom d’e´nergie sombre, ou` w est de´fini par l’e´quation d’e´tat P = P (ρ) de la fac¸on
suivante :
P = wρ (1.24)
Le cas de la constante cosmologique (aussi appele´e e´nergie du vide) avec w = −1 n’est qu’un cas
particulier d’e´nergie sombre, bien qu’il semble indique´ par les plus re´centes observations provenant du
CMB, de l’analyse des grands releve´s de galaxies et des supernovae.
On peut combiner les e´quations (1.19) et (1.21) afin d’obtenir l’e´quation d’e´volution de la densite´
d’e´nergie ρ de l’univers :
ρ˙+ 3 (ρ+ P )
a˙
a
= 0 (1.25)
En combinant avec l’e´quation d’e´tat (1.24), on obtient alors l’e´volution de la densite´ d’e´nergie de
l’univers en fonction du facteur de croissance :
ρ(t) ∝ a(t)−3(1+w) (1.26)
En re´alite´ l’e´quation d’e´tat est diffe´rente pour chaque composante de l’univers, de sorte que pour
chaque espe`ce l’e´volution de la densite´ est donne´e par :
ρi(t) ∝ a(t)−3(1+wi) (1.27)
avec wΛ = −1 pour une constante cosmologique (cas particulier d’e´nergie sombre), wr = 1/3 pour la
radiation et wm = 0 pour la matie`re non relativiste. Pour la matie`re relativiste comme les neutrinos,
wi n’est pas constant et varie en fonction des e´poques mas cette composante peut eˆtre ne´glige´e pour
les e´poques re´centes.
On peut alors e´crire les diffe´rentes densite´s en fonction du redshift z :
ρm = ρm,0(1 + z)
3 (1.28)
ρr = ρr,0(1 + z)
4 (1.29)
ρΛ = ρΛ,0 (1.30)
Ceci explique notamment pourquoi la densite´ de rayonnement devient ne´gligeable au cours du
temps par rapport a` la densite´ de matie`re. Cela explique aussi pourquoi l’influence de l’e´nergie sombre
ne se fait ressentir qu’aux e´poques re´centes.
On peut aussi de´finir artificiellement une densite´ de courbure :
ρk = − 3k
8πGa2
(1.31)
ρk = ρk,0(1 + z)
2 (1.32)
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de sorte que l’on puisse re´e´crire l’e´quation (1.19) :
H2 =
8πG
3
(ρm + ρr + ρΛ + ρk) (1.33)
Il est important de noter que toutes les densite´s ρi sont de´croissantes au cours du temps, hormis
pour l’e´nergie sombre ρΛ = const, ce qui explique que cette forme d’e´nergie finit force´ment par dominer
l’e´volution.
1.1.3 Constituants cosmologiques et e´volution de l’univers
Comme nous l’avons vu dans la section 1.1.2, l’e´volution de l’univers est dicte´e par la densite´ ρ et
la pression P des constituants cosmiques, ainsi que de la courbure k de l’univers. Nous avons vu dans
l’e´quation (1.14) que la densite´ critique d’e´nergie pour obtenir un univers plat avec k = 0 est donne´e
par :
ρc(t) =
3H(t)2
8πG
(1.34)
On peut alors comprendre la contribution de chaque constituant en terme de rapport avec la
densite´ critique :
Ω(t) =
ρ(t)
ρc(t)
=
8πGρ
3H(t)2
(1.35)
Les constituants principaux de l’univers sont la matie`re (matie`re noire et matie`re baryonique), la
radiation et l’e´nergie sombre. On adopte les notations respectives :
Ωm =
ρm,0
ρc,0
, Ωr =
ρr,0
ρc,0
, ΩΛ =
ρΛ
ρc,0
=
Λ
3H20
(1.36)
De meˆme on peut de´finir :
Ωk =
ρk,0
ρc,0
= − k
H20
(1.37)
si bien que l’on obtient avec l’e´quation (1.33) :
Ωm +Ωr +ΩΛ +Ωk = 1 (1.38)
Notons que l’on a omis les indices 0, i.e. on a e´crite Ω = Ω0 pour simplifier les notations. Si l’on
veut de´crire les densite´s des diffe´rents constituants a` un redshift z quelconque on e´crira :
Ωi(z) =
ρi(z)
ρc(z)
(1.39)
On peut re´utiliser l’e´quation (1.33) pour obtenir :
H(z)2 =
H20
ρc,0
(ρm(z) + ρr(z) + ρΛ(z) + ρk(z)) (1.40)
Et finalement en utilisant les e´quation d’e´volution des densite´s (1.29), (1.30), (1.30) et (1.32) :
H(z) = H0E(z) (1.41)
E(z) =
√
Ωr(1 + z)4 +Ωm(1 + z)3 +Ωk(1 + z)2 +ΩΛ (1.42)
L’acce´le´ration de l’expansion est de´crite par le parame`tre de de´ce´le´ration q = −aa¨a˙2 . Le signe de
cette quantite´ est choisie de sorte qu’elle soit positive quand l’expansion de´ce´le`re. A partir de l’e´quation
(1.21) on obtient le facteur de de´ce´le´ration actuel :
q0 = Ωr +
Ωm
2
− ΩΛ (1.43)
La figure 1.2 montre l’e´volution du facteur d’e´chelle a(t) en fonction du temps pour diffe´rent choix
de densite´s Ωm, ΩΛ. Un univers ferme´ avec Ωm > 1,ΩΛ = 0 finira par s’effondrer sur lui-meˆme. Un
univers avec Ωm < 1, ΩΛ = 0 est ouvert et un univers Ωm = 1, ΩΛ = 0 (mode`le d’Einstein de Sitter)
est plat. Ces deux mode`les auront une expansion qui de´ce´le`re mais qui est infinie. En revanche, pour
un mode`le standard avec Ωm = 0.3, ΩΛ = 0.7, l’expansion s’acce´le`re apre`s un temps suffisant, de par
l’effet de la constante cosmologique (en particulier q0 < 0).
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Figure 1.2 – Les diffe´rentes e´volutions du parame`tre d’e´chelle a(t) selon la quantite´ de matie`re Ωm
et d’e´nergie noire ΩΛ (avec w = −1) dans l’univers, avec pour le temps pre´sent a(t0) = 1. La courbe
marron en tirets correspond a` un univers ferme´ Ωm > 1, ΩΛ = 0 qui finira par s’effondrer sur lui meˆme,
la courbe noire pointille´e le cas d’un univers ouvert Ωm < 1, ΩΛ = 0 et la courbe bleue en tirets-points
le cas d’un univers plat Ωm = 1, ΩΛ = 0 (mode`le d’Einstein de Sitter). La courbe continue rouge
de´crit l’e´volution de a(t) pour un mode`le standard actuel Ωm = 0.3, ΩΛ = 0.7. Figure extraite de
Sousbie (2007).
1.1.4 Distances dans un univers FLRW
Redshift
Dans un univers FLRW il y a de nombreuses fac¸ons de de´finir la distance entre 2 points. Une
quantite´ tre`s important est le de´calage vers le rouge d’un objet, ou redshift, qui de´crit comment
les spectres e´mis par les objets sont de´cale´s du fait de l’expansion de l’univers entre le moment de
l’e´mission te et celui de l’observation to. Comme le reste de l’univers, la longueur d’onde λ d’un photon
subit l’expansion, i.e. λ ∝ a(t).
Le redshift z d’un objet est alors de´fini ainsi :
λo
λe
=
a(to)
a(te)
= 1 + z (1.44)
Le redshift est quasiment toujours de´fini par rapport a` nous a` l’instant to = t0. Avec a(t0) = 1 on
obtient alors :
z =
1
a
− 1 (1.45)
Distance comobile
Une petite distance comobile δDC entre 2 objets est la distance qui reste constante lorsque les
objets suivent le flot de Hubble, i.e. l’expansion de l’univers. En d’autres termes, c’est la distance
propre entre les 2 objets telle que mesure´e par une re`gle au moment de l’e´mission, et multiplie´e par
1/a(te) (de sorte que cette distance ne de´pend effectivement pas du moment de la mesure). La distance
comobile d’un objet dans la ligne de vise´e est donc donne´e par l’inte´gration de δDC dans la direction
radiale, entre l’instant d’e´mission et d’observation :
DC =
t0∫
te
c
a(t)
dt (1.46)
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Etant donne´ que dz = − a˙a2 dt = − 1aH(z)dt on peut re´e´crire la distance comme une inte´grale sur
le redshift :
DC =
z∫
0
c
H(z′)
dz′ (1.47)
= DH
z∫
0
1
E(z′)
dz′ (1.48)
ou` l’on a de´fini a` nouveau H(z) = H0E(z) et DH =
c
H0
la distance de Hubble. On rappelle l’expression
de E(z) en fonction des diffe´rents constituants cosmiques :
E(z) =
√
Ωr(1 + z)4 +Ωm(1 + z)3 +Ωk(1 + z)2 +ΩΛ (1.49)
La distance comobile entre 2 objets au meˆme redshift z, mais se´pare´ sur le ciel par un angle δθ,
est par de´finition e´gale a` DMδθ, ou` DM est la distance comobile transverse a` redshift z. DM est relie´
a` la distance comobile radiale DC par la relation :
DM =


DH
1√
Ωk
sinh
[√
ΩkDC/DH
]
pour Ωk > 0
DC pour Ωk = 0
DH
1√
|Ωk|
sin
[√|Ωk|DC/DH] pour Ωk < 0 (1.50)
Distance angulaire
La distance angulaire DA entre deux objets est de´finie comme le ratio de la distance propre entre
les deux objets et de la distance angulaire. Elle est relie´e a` la distance comobile transverse par la
relation :
DA =
DM
1 + z
(1.51)
Distance lumineuse
La distance lumineuse est de´finie comme un rapport entre la luminosite´ absolue d’un objet L et
sa luminosite´ apparente l :
DL =
√
L
4πl
(1.52)
Dans un espace euclidien, une onde sphe´rique se dilue avec le carre´ de la distance parcourue, et
donc la distance lumineuse correspond a` la de´finition usuelle de la distance. Dans le cas ge´ne´ral d’un
espace en expansion on peut montrer :
DL = (1 + z)DM = (1 + z)
2DA (1.53)
1.2 Mode`le du Big Bang chaud
La de´couverte de l’expansion de l’univers fut le premier argument en faveur du mode`le de Big Bang
chaud. Selon ce mode`le, l’univers initial e´tait constitue´ d’un plasma extreˆmement chaud et dense,
compose´ de photons, fermions et quarks. L’univers s’est ensuite dilate´ ; sa densite´ et sa tempe´rature
ont diminue´ ce qui permit la nucle´osynthe`se primordiale, i.e. la formation des premiers noyaux le´gers
(hydroge`ne, he´lium, deute´rium, lithium).
Environ 380,000 ans apre`s le Big Bang la tempe´rature est devenue suffisamment basse (≈ 3, 000K)
pour que les premiers atomes se forment dans un processus que l’on nomme recombinaison (bien que
les atomes ne se soient pas combine´s auparavant). A cette e´poque, les baryons se de´couplent des pho-
tons et la lumie`re commence a` se propager librement. Cette radiation, qui va simplement se refroidir
au cours de l’e´volution, est connue sous le nom de fond diffus cosmologique (CMB pour Cosmic Micro-
wave Background). A partir de cette e´poque, les photons et la matie`re e´voluent inde´pendamment. Les
baryons et la matie`re noire froide e´voluent de fac¸on jointe sous l’action de la gravitation, et forment
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les structures que l’on observe actuellement, les galaxies et les e´toiles.
Le mode`le du Big Bang chaud s’appuie principalement sur 3 principales observations :
– la loi de Hubble pour la vitesse de re´cession apparente des galaxies donne´e par l’e´quation (1.22).
Cette loi indique que l’univers est en expansion, et que la re´cession des galaxies est cause´e par
l’expansion de l’espace lui-meˆme. Aujourd’hui de nombreuses observations (notamment avec les
supernovae Ia) ont confirme´ et ge´ne´ralise´ cette loi.
– la de´tection du fond diffus cosmologique par Penzias et Wilson en 1965. L’explication naturelle
pour la pre´sence de cette radiation est que l’univers est passe´ par une phase beaucoup plus
chaude et dense ou` baryons et photons e´taient couple´s. Le couplage a dure´ jusqu’a` ce que la
tempe´rature devienne suffisamment basse, qu’il y ait la recombinaison et que cette radiation
soit e´mise. Par ailleurs, la tempe´rature de la radiation e´gale a` T = 2.73K, son spectre de corps
noir quasi-parfait et son isotropie a` un facteur 10−5 sont e´galement compatibles avec cette in-
terpre´tation.
– Les mesures d’abondance des e´le´ments le´gers dans l’univers sont en excellent accord avec les
pre´dictions d’une nucle´osynthe`se primordiale. Celle-ci pre´voit par exemple que l’abondance mas-
sique de l’he´lium 4 est situe´e entre 23% et 30%, en parfait accord avec les observations.
1.2.1 Matie`re noire et e´nergie sombre
La matie`re noire est un type de matie`re qui n’interagit pas e´lectromagne´tiquement (et qui ne peut
donc pas eˆtre vue avec des te´lescopes). Son existence et ses proprie´te´s sont en fait de´duites de ses
effets gravitationnels sur la matie`re visible. On pense que la matie`re noire constitue 84% de la masse
de l’univers. Le premier a` postuler l’existence d’une telle matie`re fut Jan Oort en 1932 qui e´tudia les
orbites des e´toiles dans la galaxie et conclut que la voie Lacte´e devait contenir plus de matie`re que
ce qui e´tait visible (Oort 1932). Peu apre`s, Zwicky appliqua le the´ore`me de viriel sur le superamas de
Coma et conclut que la masse totale devait eˆtre 400 fois plus importante que la masse de la matie`re
visible (Zwicky 1937).
Depuis, de nombreuses observations ont corrobore´ l’existence de matie`re noire dans l’univers :
les vitesses rotationnelles dans les galaxies, les effets de lentilles gravitationnelles (e.g. par l’amas du
Boulet), la distribution de tempe´rature du gaz chaud dans les amas de galaxies, l’analyse du CMB, des
supernovae de type Ia ainsi que des BAOs (voir section 1.2.2). Il existe 3 types diffe´rents de matie`re
noire : la matie`re noire froide (CDM pour Cold Dark Matter), la matie`re noire tie`de (WDM pourWarm
Dark Matter) et la matie`re noire chaude (HDM pour Hot Dark Matter). Les diffe´rences viennent de la
masse des particules (les particules de matie`re noire froide e´tant massives) et par conse´quent de leur
vitesse.
Le meilleur candidat pour la matie`re chaude est le neutrino dont la masse n’est pas encore bien
contrainte. Concernant la matie`re noire froide les meilleurs candidats sont les WIMP (pour Weak
Interacting Massive Particle), qui sont pre´dits par de nombreuses the´ories supersyme´triques, et les
MACHO (pour Massive Astronomical Compact Halo Object).
La vitesse de de´placement de ces particules intervient dans l’ordre de formation des grandes struc-
tures de l’univers. Un univers domine´ par la matie`re noire chaude aurait un sce´nario de formation
des structures ’du haut vers le bas’ : formation des superamas de galaxies qui ensuite se fragmentent
en amas, puis en galaxies, etc. Au contraire, un univers domine´ par la matie`re noire froide aurait un
sce´nario ’du bas vers le haut’ : formation des galaxies (a` partir de nuages de gaz) qui se regroupent
ensuite en amas puis en superamas. Aujourd’hui la the´orie de la matie`re noire froide est privile´gie´e
car les galaxies sont a` l’e´quilibre dynamique, a` la diffe´rence de certains amas - ce qui laisse supposer
qu’elles se sont forme´es ante´rieurement.
Un constituant cosmologique encore plus myste´rieux est l’e´nergie sombre. Comme discute´ dans
la section 1.1.2, l’ide´e d’une constante cosmologique qui permettrait un univers statique fut envisage´
par Einstein peu apre`s sa formulation de la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale. Mais l’ide´e fut vite
abandonne´e lorsque Hubble mesura que l’univers e´tait en expansion. L’e´nergie sombre est une forme
d’e´nergie emplissant tout l’univers et dote´e d’une pression ne´gative et qui se comporte comme une
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force gravitationnelle re´pulsive. Elle est l’explication la plus simple pour expliquer l’acce´le´ration de
l’univers mesure´e pour la premie`re fois dans Riess et al. (1998) et confirme´e dans Perlmutter et al.
(1999). Depuis de nombreuses observations ont renforce´ la vision d’un univers en expansion acce´le´re´
comme l’e´tude du CMB et des BAOs (voir section 1.2.2).
La nature de l’e´nergie sombre est encore spe´culative, et les preuves de son existence ne sont
qu’indirectes a` travers la relation redshift-distance. Une des proprie´te´s de l’e´nergie sombre est qu’elle
posse`de une pression ne´gative (plus pre´cise´ment le parame`tre w de son e´quation d’e´tat P = wρ ve´rifie
w < −1/3) afin d’expliquer l’acce´le´ration de l’expansion de l’univers (a¨ > 0, voir e´quation (1.13)).
La forme la plus simple d’e´nergie sombre est une constante cosmologique Λ, qui correspond a`
l’e´nergie du vide pre´dite par la plupart des the´orie de physique des particules. On peut voir simplement
avoir des arguments de thermodynamique classique pourquoi une constante cosmologique posse`de
une pression ne´gative. Un changement de volume dV requiert un travail (un changement d’e´nergie)
−PΛdV , ou` PΛ est la pression. Mais la quantite´ d’e´nergie du vide va en fait augmenter lorsque le
volume augmente de dV > 0 puisque l’e´nergie est e´gale a` ρΛV . La pression P doit donc eˆtre ne´gative,
et plus pre´cise´ment PΛ = −ρΛ. Un proble`me majeur est que la the´orie quantique des champs pre´voit
une valeur infiniment trop grande par rapport a` la valeur de´duite des observations cosmologiques (plus
de 100 ordres de grandeurs trop grande, Carroll (2001)).
Une autre possibilite´ d’e´nergie sombre est donne´e par la quintessence. La quintessence est un
champ scalaire qui a une e´quation d’e´tat PQ = wQρQ, avec wQ e´voluant lentement au cours du temps
(elle peut connaˆıtre des variations plus rapides d’une valeur palier a` une autre). La quintessence est
une quantite´ dynamique, dont la densite´ et l’e´quation d’e´tat varient au cours du temps, et qui peut
pre´senter des fluctuations dans l’espace. Aucune preuve de cette the´orie n’a e´te´ trouve´e pour l’instant,
mais elle n’a pas non plus e´te´ e´limine´e.
D’autres explications ont e´te´ avance´es pour expliquer l’acce´le´ration de l’expansion de l’univers (et
donc pre´ciser la nature de l’e´nergie sombre), notamment a` travers la the´orie des cordes ou la cosmologie
branaire. Par exemple la the´orie des cordes rend possible le fait que notre univers observable ne soit
qu’un parmi 10500 univers a` l’inte´rieur d’un grand multivers (Hogan 2007). L’e´nergie du vide aurait des
valeurs diffe´rentes dans les diffe´rents univers et cette e´nergie devrait eˆtre tre`s grande dans la plupart
des univers. Mais elle doit eˆtre faible dans le noˆtre pour la simple raison que c’est une condition
pour l’existence d’observateurs tels que nous (c’est le principe anthropique faible). Cependant cette
explication de l’e´nergie noire en tant que combinaison d’ale´atoire du principe anthropique peut sembler
de´cevante (Hogan 2007).
Une autre explication de l’acce´le´ration de l’expansion, qui est aussi marginale, serait que cette
acce´le´ration ne soit qu’une illusion cre´e´e par notre mouvement relatif par rapport au reste de l’univers
(Tsagas 2011). Finalement une autre explication est base´e sur le phe´nome`ne de backreaction (Ra¨sa¨nen
2011) de´crit dans la section 1.1.2. Ce phe´nome`ne est duˆ aux diffe´rences dans les quantite´s observe´es
lorsque l’on prend en compte les fluctuations de la me´trique dans les e´quations d’Einstein au lieu
de conside´rer la me´trique moyenne de Robertson-Walker. On peut montrer que ce phe´nome`ne peut
causer une acce´le´ration de l’expansion, sans avoir besoin d’une forme additionnelle d’e´nergie sombre
(Ra¨sa¨nen 2011). Cet effet semble toutefois trop faible par rapport a` l’acce´le´ration observe´.
1.2.2 Mode`le ΛCDM - Mesure des parame`tres cosmologiques
Le mode`le ΛCDM (pour Λ - Cold Dark Matter) a e´merge´ vers la fin des anne´es 1990 comme
le mode`le de concordance, apre`s une pe´riode ou` diverses observations de l’univers apparaissaient
incompatibles, et ou` il n’y avait pas de consensus concernant la densite´ d’e´nergie dans l’univers.
C’est le mode`le le plus simple qui est en accord avec les diffe´rentes observations cosmologiques : CMB,
distribution des grandes structures de l’univers (galaxies et amas de galaxies), abondance des e´le´ments
le´gers (hydroge`ne, he´lium, deute´rium, lithium), expansion acce´le´re´e.
Au sens propre, le mode`le ΛCDM est un mode`le contenant une constante cosmologique, de la
matie`re noire froide et de la matie`re baryonique. Ce mode`le implique l’existence d’une singularite´
initiale, le Big Bang. Un mode`le ΛCDM plat est de courbure nulle Ωk = 0 et un mode`le ΛCDM non
plat autorise une courbure Ωk 6= 0. Il est aussi accepte´ qu’il y eut une pe´riode connue comme l’inflation
cosmique environ 10−36 secondes apre`s le Big Bang, qui fut une pe´riode d’expansion exponentielle de
l’espace d’un facteur 1026 ou plus. Le mode`le ΛCDM de´pend de 6 parame`tres : ΩΛ, Ωm, Ωb, H0, ns
et σ8.
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Une extension habituelle est de conside´rer des formes plus ge´ne´rales d’e´nergie sombre dont la den-
site´ est alors de´note´e ΩDE (au lieu de ΩΛ dans le cas d’une constante cosmologique). Le mode`le wCDM
correspond a` une e´nergie noire avec w constant dans l’e´quation d’e´tat (la constante cosmologique cor-
respond au cas particulier w = −1). Un autre mode`le tre`s souvent utilise´ suppose une de´pendance
line´aire de w(a) en fonction du facteur d’e´chelle a (Linder 2003) :
w(a) = w0 + wa(1− a) (1.54)
= w0 + wa
(
z
1 + z
)
(1.55)
Cette simple parame´trisation permet en effet de de´celer un comportement non constant de w,
comme c’est le cas par exemple dans les mode`les de quintessence.
La contrainte des diffe´rents parame`tres du mode`le ΛCDM ainsi que des ses extensions, notamment
Ωm, ΩDE et wDE , a e´te´ l’objet principal de la recherche en cosmologie ces dernie`res anne´es. Ces
parame`tres peuvent eˆtre contraints a` travers diffe´rentes sondes cosmologiques, comme le CMB ou
bien des sondes exploitant la relation redshift-distance comme les supernovae Ia en tant que chandelles
standards ou les Oscillations Baryoniques Acoustiques (BAOs pour Baryon Acoustic Oscillations) en
tant qu’e´talon standard dans la corre´lation des grandes structures.
Les e´tudes les plus re´centes combinant ces diffe´rentes sondes (Komatsu et al. 2011; Blake et al.
2011b; Sa´nchez et al. 2012; Amanullah et al. 2010) supportent le mode`le ΛCDM plat, Ωk ≈ 0, avec
une grande partie du contenu sous la forme d’une constante cosmologique ΩΛ ≈ 0.72, et le reste sous
forme de matie`re Ωm ≈ 0.28. Une grande partie de cette matie`re est de la matie`re noire et seulement
une fraction Ωb ≈ 0.045 est de la matie`re baryonique. La constante de Hubble a` l’heure actuelle est
aussi bien de´termine´e H0 ≈ 69 km s−1 Mpc−1, et l’e´quation d’e´tat de l’e´nergie sombre est compatible
avec une constante cosmologique w = −1.
La figure 1.3, extraite de Kowalski et al. (2008), montre comment ces diffe´rentes observations
peuvent eˆtre combine´es pour contraindre les parame`tres cosmologiques (ici Ωm et ΩΛ). On voit que les
diffe´rentes sondes cosmologiques ont des directions de de´ge´ne´rescence diffe´rentes, si bien qu’on peut
les combiner pour exploiter pleinement leur potentiel. Nous donnons ci-dessous un bref aperc¸u du
principe de ces diffe´rentes observations afin de comprendre les me´canismes permettant de contraindre
les parame`tres cosmologiques.
CMB
Le fond diffus cosmologique a e´te´ de´couvert fortuitement en 1964 par les radio-astronomes Penzias
et Wilson en utilisant une antenne qui devait servir initialement a` la mesure du rayonnement de la Voie
Lacte´e dans le domaine radio. En voulant e´talonner le bruit de fond, ils de´couvrirent un bruit d’origine
inconnue correspondant a` une tempe´rature de 2.7K et ne pre´sentant pas de variations saisonnie`res,
de´sormais connu comme e´tant le CMB.
L’existence du CMB est parfaitement explique´e par le mode`le du Big Bang chaud. Dans ce mode`le,
l’univers primordial e´tait en e´quilibre thermique, avec une distribution d’e´nergie suivant une loi de
Planck (ou loi de corps noir). Tant que la tempe´rature e´tait plus e´leve´e que la tempe´rature d’ionisation
de l’hydroge`ne, les photons e´taient en interaction avec les baryons, i.e. que l’univers se comportait
comme un plasma ou` les photons ne pouvaient pas se propager librement. Lorsque la tempe´rature
est devenue assez faible pour qu’il y ait de´couplage, les photons ont pu se propager librement tout
en gardant leur distribution de corps noir. Ce de´couplage eut lieu environ 380,000 ans apre`s le Big
Bang, a` redshift z ≈ 1100 et a` la tempe´rature T ≈ 3, 000K. Du fait de l’expansion de l’univers, leur
longueur d’onde s’est allonge´e (du domaine des rayons gamma au domaine micro-ondes), i.e. que leur
tempe´rature a diminue´.
Ce de´couplage ayant eu lieu partout dans l’univers au meˆme moment, le CMB observe´ aujourd’hui
vient de la surface de dernie`re diffusion, qui est la sphe`re dont nous sommes le centre et dont la taille
correspond a` la distance parcourue par la lumie`re de cette e´poque a` aujourd’hui. Le CMB apparaˆıt
comme un corps noir quasi parfait avec une tempe´rature T = 2.73K (voir figure 1.4) et seulement de
tre`s faibles anisotropies sur le ciel de l’ordre de 10−5 (mesure´es pour la premie`re fois avec le satellite
COBE dans les anne´es 1990).
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Figure 1.3 – Re´gions de confiance a` 68.3 %, 95.4 % et 99.7% pour ΩΛ et Ωm obtenues avec le CMB,
les BAOs et les donne´es d’Union SN, ainsi que leur combinaison (en supposant w = −1). On voit
notamment que les observations actuelles semblent indiquer un univers plat. Ces contraintes viennent
des donne´es disponibles en 2008 et sont en constante ame´lioration. Figure extraite de Kowalski et al.
(2008).
Figure 1.4 – Carte du ciel en coordonne´es galactiques du CMB mesure´ par le satellite WMAP apre`s 7
ans d’observation (Jarosik et al. 2011). Cette carte de´note´e Internal Linear Combination Map est une
combinaison line´aire des diffe´rentes bandes d’observation afin de re´duire la contamination galactique.
Figure fournie par l’e´quipe scientifique de WMAP, http://lambda.gsfc.nasa.gov/product/map/
current/.
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Figure 1.5 – Spectre de puissance du CMB mesure´ par WMAP apre`s 7 ans d’observation. La courbe
rouge donne le mode`le ΛCDM qui maximise la vraisemblance, les barres d’erreur donnent le bruit
instrumental et la re´gion grise repre´sente la variance cosmique. Figure extraite de Larson et al. (2011).
Les donne´es plus re´centes venant du satellite WMAP (Jarosik et al. 2011) ont permis d’obtenir
une tre`s grande pre´cision de mesure. Une pre´cision encore plus grande est attendu avec les donne´es
de Planck lance´ en mai 2009, encore non publie´es a` la date de l’e´criture de ce manuscrit. Nous
n’expliquerons pas ici la the´orie du CMB mais on peut montrer que si l’on de´compose les anisotropies
en harmoniques sphe´riques :
δT (θ, φ) =
∑
l,m
almYlm(θ, φ) (1.56)
alors les valeurs des coefficients Cl =
〈|alm|2〉m (appele´ spectre de puissance angulaire) pre´sentent
une se´rie de pics dont l’amplitude et la position peuvent eˆtre relie´es aux parame`tres cosmologiques
(voir figure 1.5). Les re´sultats les plus re´cents (Komatsu et al. 2011) provenant des donne´es WMAP
apre`s 7 ans d’observation donnent pour un mode`le ΛCDM plat les valeurs suivantes :
H0 = 70.4± 2.5km.s−1Mpc−1 (1.57)
Ωmh
2 = 0.1345± 0.0056 (1.58)
Ωb = 0.0455± 0.0028 (1.59)
ΩΛ = 0.727± 0.03 (1.60)
ns = 0.967± 0.014 (1.61)
(1.62)
ou` l’on a utilise´ la notation H0 = 100hkm.s
−1Mpc−1, et ns est l’indice spectral de´fini section 1.3.1.
Supernovae Ia
On pense actuellement que les supernovae de Type Ia fournissent des ’chandelles standard’, dans
le sens que l’e´nergie lumineuse qu’elles e´mettent est proportionnelle a` leur temps d’extinction qui
est facile a` mesurer. Ainsi on peut connaˆıtre la magnitude absolue M , et graˆce a` l’observation de
la magnitude apparente m et du redshift on peut en de´duire la distance lumineuse avec la formule
suivante :
m−M = 5 log10
DL
1pc
− 5 (1.63)
En faisant cette mesure pour un grand nombre de supernovae a` des redshift z diffe´rents, on obtient
une courbe DL = f(z), ce qui permet de contraindre les parame`tres cosmologiques a` travers les for-
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Figure 4. Hubble diagram for the Union2.1 compilation. The solid line represents the best-fit cosmology for a flat CDM Universe for supernovae alo
SN SCP06U4 falls outside the allowed range and is excluded from the current analysis. When fit with a newer version of SALT2, this supernova passes
Figure 1.6 – Diagramme de Hubble pour la compilation Union 2.1. La courbe solide repre´sente
le mode`le ΛCDM plat qui maximise la vraisemblance. Les barres d’erreur comprennent l’erreur in-
trinse`que et l’erreur de mesure. Figure extraite de Suzuki et al. (2012).
mules de la section 1.1.4. Cette me´thode fut notamment utilise´e dans Riess et al. (1998) et Perlmutter
et al. (1999), qui montre`rent pour la premie`re fois une acce´le´ration de l’expansion de l’univers.
La plus re´cente compilation Union 2.1 de supernovae regroupe 580 supernovae allant jusqu’a` redshift
z = 1.415. Elle est accessible a` l’adresse http://supernova.lbl.gov/Union. La figure 1.6 montre le
diagramme de Hubble construit a` partir de cette compilation de supernovae (Suzuki et al. 2012).
BAOs
Les Oscillations Baryoniques Acoustiques, ou BAOs, correspondent aux ondes acoustiques qui
e´taient pre´sentes dans le plasma baryon-photon avant le de´couplage et l’e´mission du CMB. Alors
que les surdensite´s attiraient gravitationnellement la matie`re, la pression des photons entraˆınait une
re´sistance a` ces compressions, ge´ne´rant des ondes acoustiques dans le plasma primordial.
Lorsque le de´couplage eut lieu, les photons ont pu se diffuser librement, et les ondes sonores se
sont fige´es. La distance que les ondes ont pu parcourir avant le de´couplage, l’horizon sonique rs,
imprime une e´chelle particulie`re dans la distribution photon-matie`re a` cette e´poque. Cette e´chelle est
notamment responsable des diffe´rents pics que l’on peut voir dans le spectre angulaire du CMB, qui
permet de bien contraindre l’horizon sonique, rs = 153.3±2.0 Mpc (Komatsu et al. 2009). On donnera
plus d’informations sur la physique des Oscillations Baryoniques Acoustiques dans la section 1.4.
Apre`s le de´couplage, l’e´chelle rs est reste´ imprime´e dans la distribution des baryons, et donc de
la matie`re qui n’a ensuite e´volue´ que gravitationnellement. Cette e´chelle peut eˆtre vu comme un pic
localise´ dans la fonction de corre´lation de la matie`re (voir section 2.1.2 pour une de´finition pre´cise
de la fonction de corre´lation). Ce pic a e´te´ de´tecte´ pour la premie`re fois de fac¸on convaincante dans
l’e´chantillon de Luminous Red Galaxies (LRG) du Sloan Digital Sky Survey Data Release 3 (SDSS
DR3) a` un niveau de 3.4σ (Eisenstein et al. 2005).
De meˆme que les supernovae Ia fournissent des chandelles standard pour e´tudier la relation redshift-
distance lumineuse, le pic BAO fournit un e´talon standard (standard ruler) pour e´tudier la relation
redshift-distance comobile. En effet, la localisation du pic BAO dans la fonction de corre´lation fournit
une e´chelle caracte´ristique dans la distribution des grandes structures.
Pour comprendre comment utiliser cet e´talon standard, supposons qu’on observe un objet de taille
δD situe´ a` redshift z, a` la fois dans la ligne de vise´e et dans la direction transverse. D’apre`s les
formules de la section 1.1.4 cet objet a une extension en redshift ∆z avec ∆z cH(z) = δD, et une
extension angulaire ∆θ avec ∆θDM (z) = ∆D.
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Figure 1.7 – Fonction de corre´lation de l’e´chantillon LRG du SDSS DR3 avec barres d’erreur (noir).
Les courbes en couleur montrent diffe´rents mode`les, tous avec ns = 0.98 pour Ωmh
2 = 0.12 (vert),
Ωmh
2 = 0.13 (rouge), Ωmh
2 = 0.14 (bleu) avec Ωbh
2 = 0.024, et pour Ωmh
2 = 0.105 avec ze´ro-baryon
(rose). On voit que la de´tection du pic est statistiquement significative et que la position du pic de´pend
tre`s faiblement de la valeur de Ωmh
2 (proprie´te´ d’e´talon standard du pic BAO). Figure extraite de
Eisenstein et al. (2005).
Les BAOs fournissent une e´chelle caracte´ristique dans la distribution ; ils permettent donc en
principe de contraindre a` la fois H(z) (observation dans la ligne de vise´e) et DM (z) (observation
transverse). Toutefois la faiblesse du pic BAO rend difficile de contraindre inde´pendamment ces 2
parame`tres, et jusqu’a` pre´sent le pic BAO a e´te´ principalement e´tudie´ dans le monopole de la fonction
de corre´lation. Il en re´sulte que la position du pic BAO a seulement permis de contraindre l’e´chelle
de dilatation DV (z), qui est une combinaison de H(z) et DM (z) (voir Eisenstein et al. (2005); Pad-
manabhan and White (2008)) :
DV (z) =
[
DM (z)
2 cz
H(z)
]1/3
(1.64)
On montrera plus concre`tement dans la section 6.1 comment ce parame`tre est contraint a` travers
l’estimation de la fonction de corre´lation ou du spectre de puissance.
1.3 La formation des structures
1.3.1 Inflation
L’inflation est un mode`le cosmologique, fortement lie´ au mode`le du Big Bang, qui est apparu a` la
fin des anne´es 70. La pe´riode d’inflation consiste en une phase d’expansion exponentielle de l’univers
primordial par un facteur d’au moins 1026, et pouvant eˆtre e´gal a` 101000000 dans certains mode`les. Ce
mode`le offre une solution a` deux proble`mes :
– le proble`me de l’horizon, a` savoir que l’univers observable est homoge`ne et isotrope, ce qui
semble incompatible avec le fait que diffe´rentes re´gions de l’univers observable n’aient jamais e´te´
en contact causal.
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Figure 1.8 – Dynamique d’e´volution pour Ωm et ΩΛ. Les fle`ches indiquent la direction d’e´volution
des parame`tres dans un univers en expansion. La droite Ωm+ΩΛ = 1 n’est pas stable et le seul point
attracteur correspond a` Ωm = 0, ΩΛ = 1 ce qui correspond a` l’univers de Sitter. Figure extraite de
Carroll (2001).
– le proble`me de la platitude, a` savoir que si l’univers actuel est proche d’eˆtre plat (Ωk ≈ 0), cela
veut dire qu’il e´tait extraordinairement proche d’eˆtre plat dans la passe´. En effet en combinant
les e´quations (1.32) et (1.35) on obtient :
Ωk(z) = −k (1 + z)
2
H2(z)
(1.65)
D’autre part l’e´quation (1.42) montre que H2(z) ∝ (1 + z)4 lorsque la radiation domine et
H2(z) ∝ (1 + z)3 lorsque la matie`re domine. Si bien que l’on a dans ces deux re´gimes Ωk(z) ∝
1/(1 + z)2 et Ωk(z) ∝ 1/(1 + z). Si l’univers est presque plat a` redshift z = 0, alors il e´tait
extraordinairement proche d’eˆtre plat a` grand redshift. Ceci est illustre´ sur la figure 1.8, ou` l’on
voit que la droite Ωm +ΩΛ = 1 sur laquelle notre univers semble se situer n’est pas stable.
Ces deux proble`mes ont une origine commune : dans un univers en de´ce´le´ration un observateur
de´couvre toujours des re´gions plus vastes au cours du temps (i.e. l’univers observable grandit), mais
certains objets qui apparaissent en meˆme temps dans l’univers observable n’ont pas eu le moment
d’e´changer de l’information. L’inflation re´sout ce proble`me en cre´ant une tre`s grande acce´le´ration
de l’expansion aux temps primordiaux, ce qui consiste sche´matiquement a` agrandir si fortement une
petite re´gion de l’univers, qu’elle devienne de la taille de l’univers observable.
L’inflation peut en outre eˆtre teste´e observationnellement, notamment avec le CMB. En particulier,
une mesure pre´cise des modes B de la polarisation du CMB permettrait de mettre en e´vidence la
radiation gravitationnelle produite par l’inflation. Une des principale pre´diction de l’inflation consiste
en des fluctuations primordiales de densite´ gaussiennes tre`s petites (δ ≪ 1), avec un spectre de
puissance ge´ne´ralement de la forme suivante (on de´finira pre´cise´ment le spectre de puissance dans la
section 2.1.2) :
P (k) ∝ kns (1.66)
avec ns l’indice spectral le´ge`rement infe´rieur 1. Ces fluctuations sont suppose´es adiabatiques, i.e.
qu’elles affectent tous les constituants cosmologiques de la meˆme fac¸on. Elles ont ensuite e´te´ amplifie´es
par effet gravitationnel pour finalement donner naissance aux structures que l’on connaˆıt aujourd’hui.
Le cas ns = 1 est appele´ spectre d’Harrison Zel’dovich et a la particularite´ d’eˆtre invariant d’e´chelle.
Cette proprie´te´ signifie en fait que l’amplitude des fluctuations par unite´ de ln k a` diffe´rentes e´chelles
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k est la meˆme lorsque celles-ci entrent dans l’horizon, de taille ∼ 1/(aH). L’amplitude des fluctuations
par unite´ de ln k est donne´e par :
∆2(k, t) =
k3P (k, t)
2π2
∝ kns+3 (1.67)
La condition d’invariance d’e´chelle est donc donne´e par :
∆2(k = aH, t) = const (1.68)
On peut montrer que cette condition implique un spectre primordial de la forme P (k) ∝ k.
1.3.2 Evolution line´aire du champ de matie`re
Si l’on note ρ(x, t) la densite´ massique a` la position x et au temps t, et δ(x, t) la fluctuation de
densite´ :
δ =
ρ− ρ¯
ρ¯
(1.69)
avec ρ¯ la densite´ massique moyenne. Il faut noter que l’existence d’une densite´ moyenne ρ¯ n’est pas a`
priori e´vidente, mais c’est notamment une conse´quence du principe cosmologique. Cette question sera
discute´e plus en de´tails dans la section 2.3.3.
La notation de coordonne´e x re´fe`re aux coordonne´es comobiles, qui sont relie´es aux coordonne´es
eule´riennes (physiques) r :
r = a(t)x (1.70)
Ainsi si une particule suit le flot de Hubble, sa coordonne´e comobile x reste inchange´e au cours de
l’e´volution. On peut diffe´rencier l’e´quation pre´ce´dente pour obtenir :
∂r
∂t
= a˙(t)x+ a(t)u = H(t)r+ a(t)u (1.71)
ou` l’on a introduit la vitesse particulie`re u comme l’exce`s de vitesse par rapport au flot de Hubble
H(t)r.
Nous allons brie`vement de´crire l’e´volution du champ de densite´ matie`re dans le cas line´aire, qui est
valide pour δ ≪ 1, i.e. en dehors des petites e´chelles aux temps re´cents. Pour une revue comple`te dans
le contexte de la the´orie des perturbations, nous renvoyons le lecteur a` Bernardeau et al. (2002). Pour
la matie`re non relativiste, la pression peut eˆtre ne´glige´e, et les e´quation d’e´volution sont donne´es en
fonction de δ, du champ de vitesse particulie`re v = a(t)u (en coordonne´es eule´riennes) et du potentiel
gravitationnel perturbe´ Φ’ :
Φ′ = Φ− Φ¯ (1.72)
∆Φ′ = 4πG(ρ− ρ¯) (1.73)
On obtient alors (voir e.g. Mart´ınez and Saar (2002)) les e´quations d’e´volution :
– L’e´quation de continuite´ qui assure la conservation de la masse :
δ˙ +
1
a
∇. [(1 + δ)v] = 0 (1.74)
– L’e´quation d’Euler pour le mouvement d’un fluide :
v˙ +
a˙
a
v +
1
a
[v.∇v +∇.Φ] = 0 (1.75)
– L’e´quation de Poisson reliant la distribution de matie`re au potentiel gravitationnel Φ :
∆Φ = 4πGρ¯a2δ (1.76)
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Il faut noter que ces e´quations (issues de la me´canique Newtonienne) ne sont pas valables pour
des e´chelles proches du rayon de courbure de l’univers ou dans les champs extreˆmes comme les trous
noirs. En revanche, elles sont parfaitement applicables pour de´crire l’e´volution de la densite´ et des
vitesses dans l’univers observable.
Dans le cas ou` δ ≪ 1 et ou` les vitesse particulie`res sont faibles, i.e. |u| ≪ 1, on obtient l’e´volution
suivante des fluctuations :
δ¨ + 2Hδ˙ − 4πGρ¯δ = 0 (1.77)
Bien que la gravite´ soit une force non locale, elle n’intervient dans l’approximation line´aire qu’a`
travers le Laplacien du potentiel qui est local. La solution de cette e´quation diffe´rentielle du second
ordre inclut deux modes :
δ(x, t) = A(x)D+(t) +B(x)D−(t) (1.78)
ou` A(x), B(x) sont des fonctions quelconques de´pendant du champ de densite´ initial et les solu-
tions partielles D+(t) et D−(t) sont appele´s les facteurs de croissance line´aires. D+(t) correspond a`
une fonction croissante alors que D−(t) correspond a` une fonction de´croissante, qui tend a` devenir
ne´gligeable.
Si l’on conside`re le redshift comme variable au lieu du temps, les modes D+(z) et D−(z) peuvent
s’exprimer analytiquement (voir par exemple Dodelson (2003)). Utilisons la notation habituelle pour
la constante de Hubble mesure´e par un observateur hypothe´tique a` redshift z :
H(z) = H0E(z) (1.79)
avec H0 la constante de Hubble a` redshift z = 0. Les facteurs de croissance se re´e´crivent alors :
D+(z) = E(z)
∞∫
z
(1 + z′)
E3(z′)
dz′ (1.80)
D−(z) = E(z) (1.81)
Pour les mode`les avec ΩΛ = 0, les facteurs de croissance peuvent eˆtre obtenus analytiquement.
Pour ΩΛ > 0, ils doivent eˆtre calcule´s de fac¸on nume´rique. On peut quand meˆme obtenir une bonne
approximation analytique dans ce cas (voir Bernardeau et al. (2002)) :
– (Ωm = 1,ΩΛ = 0)
D+(z) = (1 + z)−1 = a (1.82)
D−(z) = (1 + z)3/2 = a−3/2 (1.83)
– (Ωm < 1,ΩΛ = 0)
x =
1
Ωm(z)
− 1 (1.84)
D+(z) = 1 +
3
x
+
√
1 + x
x3
ln
(√
1 + x+
√
x
)
(1.85)
D−(z) =
√
1 + x
x3
(1.86)
– (Ωm,ΩΛ)
D+(z) ≈ 5
2(1 + z)
Ωm(z)
Ω
4/7
m (z)− ΩΛ(z) + (1 + Ωm(z)/2)(1 + ΩΛ(z)/70)
(1.87)
D−(z) = (1 + z)H(z) (1.88)
Facteur de croissance sans dimension
En ne´gligeant le facteur de D− par rapport a` D+, on peut re´e´crire l’e´volution du contraste δ :
δ˙ = a˙
dδ
da
= a˙
δ
a
d ln δ
d ln a
= H(a)δ
d lnD+
d ln a
(1.89)
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Le facteur de croissance sans dimension f(a) est de´fini comme :
f(a) =
d lnD+
d ln a
(1.90)
L’e´quation de continuite´ (1.74) avec δ ≪ 1 donne alors :
δ = − 1
H(a)f(a)
∇.u (1.91)
en se servant du fait que ∇.u = 1a∇.v.
Avec cette relation on peut donner une interpre´tation des modes croissants D+(t) et de´croissants
D−(t). Les modes croissants correspondent au cas ou` le champ de densite´ et le champ de vitesse sont
en phase, i.e. que la matie`re tombe dans les puits de potentiel. Au contraire, les modes de´croissants
correspondent au cas ou` le champ de vitesse tend a` faire s’e´chapper la matie`re des puits de potentiel,
ce qui explique l’atte´nuation de ces modes.
La fonction f(a) peut eˆtre bien approxime´e a` quelques pour cents pour z = 0 et ΩΛ = 0 :
f(Ωm, z = 0) ≈ Ω0.6m (1.92)
Lahav et al. (1991) a montre´ que dans le cas ge´ne´ral, la fonction f ne de´pend quasiment pas de
ΩΛ :
f(Ωm,ΩΛ, z = 0) ≈ Ω0.6m +
ΩΛ
70
(
1 +
Ωm
2
)
(1.93)
Cette e´tude a aussi montre´ que l’approximation (1.92) peut eˆtre utilise´e a` toutes les e´poques :
f(Ωm, z) ≈ Ωm(z)0.6 (1.94)
Notons que la relation (1.91) peut eˆtre utilise´e pour de´duire les vitesse particulie`res a` partir du
champ de densite´.
1.3.3 Fonction de transfert
Lors de l’e´volution line´aire, les diffe´rents modes de Fourier δk e´voluent inde´pendamment. On peut
alors e´crire le spectre de puissance line´aire :
PL(k) = T
2
i (k)P (k, ti) (1.95)
ou` ti est un temps primordial (e.g. juste apre`s la pe´riode d’inflation), i.e. que le spectre primordial
ve´rifie P (k, ti) = Ak
ns . T 2i (k) est appele´ la fonction de transfert. Elle inclut l’e´volution line´aire du
champ de matie`re de´crit dans la section 1.3.2 mais e´galement certains effets en dessous de l’horizon
dans la pe´riode ou` la radiation domine. Ce sont ces effets qui donnent une de´pendance en k a` T 2i (k).
L’effet principal est que, durant la pe´riode ou` la radiation domine, les modes plus petits que l’horizon
ne peuvent croˆıtre a` cause de la pression des photons.
On a vu dans la section 1.3.2 que le facteur de croissance ve´rifie D+ ∝ a quand la matie`re domine.
On peut aussi montrer que le facteur de croissance ve´rifie D+ ∝ a2 quand la radiation domine.
Pour re´capituler, les fluctuations croissent proportionnellement a` a2 durant la pe´riode ou` la radiation
domine, tant que ces fluctuations sont au dela` de l’horizon. Si une fluctuation arrive sous l’horizon
durant cette pe´riode alors elle cesse de croˆıtre tant que la radiation domine. Finalement toutes les
fluctuations croissent proportionnellement a` a durant la pe´riode ou` la matie`re domine. Ceci est montre´
sur la figure 1.9.
La transition entre la pe´riode ou` la radiation domine et la pe´riode ou` la matie`re domine arrive
au redshift 1 + zeq = Ωm/Ωr, et l’e´chelle de transition keq est donne´e par keq = aeqHeq (l’horizon au
moment de la transition e´tant de taille 1/(aeqHeq)). On voit sur la figure 1.9 que les fluctuations telles
que k < keq suivent simplement l’e´volution du facteur de croissance et donc :
T (k) = C si k < keq (1.96)
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Figure 1.9 – Croissance de fluctuations a` diffe´rentes e´chelles : une e´chelle entrant sous l’horizon
pendant l’e´poque ou` la radiation domine (bleu) et une e´chelle entrant sous l’horizon pendant l’e´poque
ou` la matie`re domine. Les fluctuations croissent comme le facteur de croissance D, hormis celles qui
entrent sous l’horizon pendant l’e´poque ou` la radiation domine (a` ce moment elles cessent de croˆıtre
jusqu’en fin de domination de la radiation). Figure re´alise´e par Andrew Jaffe.
En revanche, pour les e´chelles plus petites on peut e´crire :
δ(t) =
D(ten)
D(ti)
D(t)
D(teq)
δ(ti) (1.97)
=
a2en
a2i
a0
aeq
δ(ti) (1.98)
ou` ten et aen de´signent respectivement le temps et le facteur d’e´chelle au moment ou` le mode entre
sous l’horizon. Pour un tel mode k, on a k = (aH)en ∝ 1/aen car durant la pe´riode ou` la matie`re
domine on a a ∝ t1/2, i.e. H ∝ 1/a2. On obtient donc :
δ(t) ∝ k−2δ(ti) (1.99)
On obtient donc finalement :
T (k) = const×
{
1 si k < keq
k−4 si k > keq
(1.100)
Un autre effet plus faible intervenant dans la fonction de transfert est duˆ aux oscillations ba-
ryoniques acoustiques (BAOs). Elles apparaissent comme une se´rie d’oscillations dans la fonction de
transfert T (k), dues a` la propagation d’ondes acoustiques dans le plasma baryon-photon avant la re-
combinaison. Elles impriment une e´chelle caracte´ristique dans le spectre de puissance, correspondant
a` l’horizon sonique au moment de la recombinaison, et qui peut eˆtre utilise´ pour e´tudier la ge´ome´trie
de l’univers. On donnera plus de de´tails sur la physique des Oscillations Baryoniques Acoustiques dans
la section 1.4.
Pour calculer la fonction de transfert de fac¸on pre´cise on doit re´soudre nume´riquement les e´quations
de Boltzmann pour les diffe´rentes espe`ces. Diffe´rents codes existent pour re´soudre ces e´quations, les
plus utilise´s e´tant CAMB (Lewis et al. 2000) et CMBFAST (Seljak and Zaldarriaga 1996). Il existe aussi
diffe´rentes approximations analytiques pour T (k), qui sont assez pre´cises dans beaucoup d’applications
(e.g. Bond and Efstathiou (1984); Eisenstein and Hu (1998, 1999)). Ces approximations ne doivent
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Figure 1.10 – Spectre de puissance line´aire PL(k) pour un mode`le cosmologique plat avec Ωm = 0.237,
Ωb = 0.041 et h = 0.735, obtenus avec la formule de Eisenstein and Hu (1998) (tirets-pointille´s verts)
et avec le logiciel CMBFAST, compare´s a` spectre line´aire de re´fe´rence obtenu avec CAMB. Figure
extraite de Sa´nchez et al. (2008).
cependant pas eˆtre utilise´es pour des utilisations demandant une grande pre´cision, e.g. pour obtenir
des contraintes cosmologiques. En effet Sa´nchez et al. (2008) montre que l’approximation analytique
de Eisenstein and Hu (1999) peut donner une impre´cision de 5% sur le spectre line´aire PL(k) (voir
figure 1.10).
On montre sur la figure 1.11 la fonction de transfert T (k) et le spectre PL(k) de l’e´quation (1.95),
obtenus avec CAMB pour des valeurs standards des parame`tres cosmologiques. La figure montre les
diffe´rents effets de´crits pre´ce´demment : T (k) ∝ 1 aux faibles k, T (k) ∝ k−4 aux grands k et les BAOs
cre´ant de faibles oscillations dans la fonction de transfert.
1.3.4 Evolution non line´aire du champ de matie`re
Approximation de Zel’dovich
Diffe´rentes me´thodes existent pour calculer l’e´volution non line´aire du champ de densite´. Une
me´thode tre`s utilise´e est l’approximation de Zel’dovich (Zel’dovich 1970) qui est notamment utilise´
dans beaucoup de simulations N -corps pour le de´placement des particules a` l’instant initial de la
simulation. Si l’on suppose la matie`re non colisionnelle, la position Eule´rienne comobile d’une particule
a` l’instant t est donne´e en fonction du champ initial Lagrangien q :
x(q, t) = q+D(t)∇qΨ(q) (1.101)
ou` D(t) est le facteur de croissance line´aire et Ψ(q) est le potentiel des vitesses initiales du champ.
La conservation de la masse implique ρ(x, t) d3x = ρ¯d3q avec ρ¯ la densite´ moyenne. On obtient
alors la densite´ comobile :
ρ = ρ¯
∣∣∣∣∂x∂q
∣∣∣∣
−1
= ρ¯ |δik +D(t)Ψ,ik|−1 (1.102)
ou` δik est le symbole de Kronecker et Ψ,ik est la matrice jacobienne de Ψ. Si l’on note −α1, −α2 et
−α3 les valeurs propres de Ψ,ik on obtient :
ρ =
ρ¯
(1−D(t)α1)(1−D(t)α2)(1−D(t)α3) (1.103)
24 Mode`le cosmologique standard
 0.001
 0.01
 0.1
 1
T(
k)
1 2
3
 10
 100
 1000
 10000
0.0001 0.001 0.01 0.1 1
P(
k) 
(h-
3  
M
pc
3 )
k (h Mpc-1)
1
2
3
Figure 1.11 – Fonction de transfert T (k) (en haut) et spectre de puissance line´aire PL(k) (en bas) a`
redshift z = 0 obtenu avec CAMB et les parame`tres cosmologiques de Komatsu et al. (2011). La ligne
en tirets verts correspond au spectre non line´aire obtenu avec l’approximation HALOFIT (Smith
et al. (2003), voir section 1.3.4). On peut voir les effets de la fonction de transfert aux diffe´rentes
e´chelles. (1) : les grandes e´chelles (faibles k) sont reste´es en dehors de l’horizon pendant la pe´riode ou`
la radiation domine, T (k) = 1, et le spectre de puissance est e´gal spectre primordial PL(k) ∝ kns a` un
facteur de normalisation pre`s. (2) : A l’e´chelle de l’horizon a` l’e´galite´ matie`re-radiation, on observe un
changement de comportement, T (k) < 1, et le spectre de puissance atteint son amplitude maximum.
(3) : Aux petites e´chelles (grands k), les fluctuations sont fortement atte´nue´es apre`s leur passage sous
l’horizon, T (k) ∝ k−4, et l’on observe aussi l’effet des BAOs comme une se´rie d’oscillations a` la fois
dans T (k) et dans PL(k). Figure re´alise´e par Pablo Arnalte-Mur.
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D’ou` l’expression de la fluctuation :
1 + δ =
1
(1−D(t)α1)(1−D(t)α2)(1−D(t)α3) (1.104)
Si l’on a ordonne´ les valeurs propres telles que α1 > α2 > α3, on obtient alors un effondrement de
la matie`re suivant la direction correspondant a` α1 et la cre´ation de feuillets.
Correction invariante d’e´chelle + de´gradation non line´aire des BAOs
Une me´thode plus re´cente pour mode´liser les non-line´arite´s est base´e sur le formalisme du halo
model (Seljak 2000; Peacock and Smith 2000; Cooray and Sheth 2002). Dans ce mode`le, la distribution
de matie`re est de´compose´e en populations de halos virialise´s, i.e. en e´quilibre gravitationnel. Cette
approche a e´te´ utilise´ dans Smith et al. (2003) avec un grand nombre de simulations N -corps pour
calculer les corrections non line´aires a` appliquer a` un spectre line´aire PL(k). Les re´sultats de cette
e´tude constituent l’approximation HALOFIT (correction donne´e en tirets verts sur la figure 1.11).
Toutefois cette e´tude n’a e´te´ faite que pour des spectres PL(k) invariants d’e´chelle, et l’approximation
HALOFIT ne de´crit pas bien l’e´volution non line´aire de la signature BAO dans le spectre de puissance.
Eisenstein et al. (2007b) a montre´ que la de´gradation non line´aire de la signature BAO e´tait
domine´e par les mouvements relatifs de paires de particules. Cette e´tude a plus pre´cise´ment montre´
que cela pouvait eˆtre tre`s bien approxime´ par un lissage Gaussien de la fonction de corre´lation (i.e. la
multiplication du spectre de puissance par une fonction Gaussienne centre´e) au niveau du pic BAO,
a` la fois en espace re´el et en espace redshift (voir section 2.2.3).
Il en re´sulte l’ansatz simple estimer le spectre de puissance apre`s la de´gradation non line´aire des
BAOs (dewiggled spectrum) :
Pdw(k) = [PL(k)− Pnw,L(k)]G(k) + Pnw,L(k) (1.105)
= PL(k)G(k) + Pnw,L(k)[1−G(k)] (1.106)
ou` G(k) = exp
[
− (ka)22
]
= exp
[
− k22k2⋆
]
est un noyau Gaussien avec une taille de lissage a, et Pnw,L(k)
un spectre no wiggles lisse, avec la meˆme forme que PL(k), mais sans la signature BAO (voir Eisenstein
and Hu (1998)). Cette ansatz permet de conserver la puissance aux petites e´chelles et de n’appliquer
la de´gradation non line´aire que sur la signature BAO.
Finalement on peut rajouter les corrections non line´aires inde´pendantes du pic BAO, qui sont
importantes aux petites e´chelles. Pour ce faire on applique la meˆme correction a` Pdw(k) que celle
donne´e par HALOFIT pour le spectre lisse Pnw(k) :
Pdw,NL(k) =
(
Pnw,NL(k)
Pnw,L(k)
)
Pdw(k) (1.107)
Ce type d’approche a e´te´ souvent utilise´ dans la litte´rature pour obtenir un mode`le non line´aire du
champ de matie`re en espace redshift (e.g. dans Eisenstein et al. (2005); Tegmark et al. (2006); Reid
et al. (2010); Blake et al. (2011a,b)). Sa´nchez et al. (2008) a montre´ que cette proce´dure donne un
excellent accord avec les re´sultats de larges simulationsN -corps (voir figure 1.12). Cependant le mode`le
n’est pas parfait et il entraˆıne un tre`s le´ger biais dans les contraintes de parame`tres cosmologiques,
pouvant affecter l’analyse pour les releve´s futurs tre`s grands comme EUCLID (Robberto et al. 2007).
En revanche, Sa´nchez et al. (2008) a montre´ qu’un mode`le simple base´ sur la the´orie des perturbations
renormalise´e n’entraˆıne pas ce faible biais.
The´orie des perturbations renormalise´e
De nouveaux de´veloppement en the´ories des perturbations, comme la The´orie des Perturbations
Renormalise´e (Renormalized Perturbation Theory, RPT, Crocce and Scoccimarro (2006)), ont apporte´
des progre`s substantiels dans la compre´hension the´orique des effets non line´aires, qui peuvent mainte-
nant eˆtre mode´lise´s de fac¸on pre´cise (Crocce and Scoccimarro 2006; Matsubara 2008a,b; Taruya et al.
2009). En se basant sur RPT, Crocce and Scoccimarro (2008) propose un ansatz simple pour de´crire
la forme globale de la corre´lation :
ξNL(r) = ξL(r)⊗ G˜(r) +Amcξ′Lξ(1)L (1.108)
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Figure 1.12 – Comparaison de la fonction de corre´lation obtenue sur des simulations N -corps de
volume total 120h−3Gpc3 (plus de 4 fois le volume de Hubble), pour un mode`le ΛCDM plat avec
Ωm = 0.237, Ωb = 0.041, ns = 0.954, σ8 = 0.77 et h = 0.735, en espace re´el a` redshift z = 0 (cercles
noirs) avec : (i) la fonction de corre´lation line´aire ξL(r) (trait rouge continu), (ii) la fonction de
corre´lation non line´aire ξNL(r) apre`s la correction HALOFIT de ξL(r) (tirets bleus), (iii) la fonction
de corre´lation dewiggled ξdw(r) donne´e par la formule (1.106) (tirets oranges), (iv) la fonction de
corre´lation dewiggled ξdw,NL(r) apre`s la correction HALOFIT de la formule (1.107) (tirets-pointille´s
bleus). Les barres d’erreur donnent l’e´cart-type de l’estimateur sur des volumes de 2.41h−1Gpc3.
Figure extraite de Sa´nchez et al. (2008).
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ou` l’on retrouve la de´gradation non line´aire par une convolution (symbole ⊗) avec une Gaussienne
G˜(r) = a exp
[
− r22a2
]
. Le second terme ξmc = Amcξ
′
Lξ
(1)
L est un terme de couplage de modes (mode
coupling) avec ξ′L la de´rive´e de ξL, et ξ
(1)
L de´finie comme :
ξ
(1)
L = rˆ · ∇−1ξL(r) = 4π
∫
PL(k)j1(kr)kdk (1.109)
ou` j1 est la fonction de Bessel sphe´rique d’ordre 1. Le facteur d’amplitude du couplage de modes
Amc est en ge´ne´ral laisse´ libre dans le mode`le, tout comme l’e´chelle de lissage a = 1/k⋆. Sa´nchez et al.
(2008) a montre´ que ce mode`le est en excellent accord avec les re´sultats de simulations N -corps et
qu’il fournit des contraintes non biaise´s des parame`tres cosmologiques. Ce mode`le a e´te´ utilise´ a` de
nombreuses reprises pour mode´liser la fonction de corre´lation (e.g. dans Sa´nchez et al. (2009); Beutler
et al. (2011); Blake et al. (2011b)).
1.4 Les Oscillations Baryoniques Acoustiques
Nous allons de´crire ici le phe´nome`ne des Oscillations Baryoniques Acoustiques dues a` la propaga-
tion d’ondes acoustiques dans le plasma baryon-photon avant la recombinaison. Ces ondes impriment
une e´chelle caracte´ristique dans la distribution de matie`re (et donc dans la distribution des galaxies).
Elles peuvent donc eˆtre utilise´es comme un e´talon standard pour e´tudier la ge´ome´trie de l’univers
(voir section 6.1). La de´tection de ces ondes a` l’e´chelle et l’amplitude attendues dans les grandes
structures de l’univers fournit aussi une tre`s forte confirmation du mode`le standard de la cosmologie
(voir chapitre 5).
Pour expliquer la physique des BAOs, on suit la pre´sentation de Eisenstein et al. (2007b) et l’on
raisonne dans l’espace de configuration 4 (et non en espace de Fourier). Bien que la description soit
totalement e´quivalente, les processus physiques sont plus intuitifs.
Avant la recombinaison, l’e´nergie des photons e´tait assez e´leve´e pour e´viter la formation d’atomes
d’hydroge`ne. Cela entraˆınait un couplage entre baryons et photons par diffusion Compton ainsi que
des interactions e´lectromagne´tiques entre protons et e´lectrons, formant un plasma. Dans ce fluide deux
phe´nome`ne agissent de fac¸on oppose´e : l’interaction gravitationnelle tend a` compresser le plasma au
niveau des surdensite´s, alors que la pression des photons tend a` diluer toute surdensite´. La combinaison
de ces deux phe´nome`nes entraˆıne la formation d’ondes acoustiques. Ce phe´nome`ne acoustique est
stoppe´ au moment de la recombinaison, i.e. du de´couplage entre baryons et photons. Durant toute
cette pe´riode avant la recombinaison, la matie`re noire a e´volue´ de fac¸on inde´pendante, interagissant
seulement gravitationellement avec les autres espe`ces.
Afin de comprendre quelle est l’empreinte de ces oscillations dans la distribution de matie`re, on
peut e´tudier l’e´volution de la densite´ des diffe´rentes espe`ces autour d’une surdensite´ initiale ponctuelle.
On repre´sente diffe´rentes e´tapes de cette e´volution (i.e. diffe´rents redshift) sur la figure 1.13 extraite
de Eisenstein et al. (2007b). A chaque redshift, la figure montre le profil de densite´ pour chaque espe`ce
en fonction de la distance comobile r par rapport a` la position de la surdensite´ initiale. Le profil
de densite´ est multiplie´ par r2 pour e´viter l’effet de dilution volumique (i.e. que la figure montre en
fait la distribution de masse r2ρ(r) autour de la surdensite´ initiale). On suppose que la fluctuation
primordiale est adiabatique, i.e. qu’elle est initialement la meˆme pour toutes les espe`ces.
Nous allons de´crire brie`vement les diffe´rents phe´nome`nes montre´s sur la figure 1.13. La surdensite´
initiale implique une surdensite´ de la radiation, i.e. une pression plus forte que la moyenne dans cette
re´gion. Pour compenser cette surpression, une onde acoustique sphe´rique est ge´ne´re´e vers l’exte´rieur.
Cette onde acoustique entraˆıne e´galement les baryons, qui sont couple´s aux photons. Cependant les
baryons subissent l’effet gravitationnel de la matie`re noire au centre de la perturbation, causant
un e´tirement de l’onde acoustique. Quant a` la matie`re noire, elle subit l’influence gravitationnelle
des baryons qui s’e´chappent de la perturbation, ce qui re´sulte aussi en un le´ger de´placement et un
e´tirement de son profil initial. On peut voir ces diffe´rents phe´nome`nes sur les figures 1.13(a) et 1.13(b).
4. On utilise ici la de´nomination espace de configuration et non espace re´el, pour ne pas confondre avec la
de´nomination espace re´el que l’on utilise pour diffe´rencier de l’espace redshift (voir section 2.2.3).
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Figure 1.13 – Evolution de la densite´ de masse r2ρ(r) autour d’une surdensite´ adiabatique initiale.
Chaque figure montre le profil de masse a` un redshift diffe´rent, donne´ dans chaque coin en haut a`
droite, pour 4 espe`ces diffe´rentes : matie`re noire (noir), baryons (bleu), photons (rouge), neutrinos
(vert). Les densite´s ρ(r) sont calcule´es par transforme´e de Fourier de la fonction de transfert, elle
meˆme calcule´e avec le programme CMBFAST. Figure extraite de Eisenstein et al. (2007b).
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L’onde sonore se propage a` une vitesse cs donne´e par (Eisenstein et al. 2007b) :
cs =
c√
3(1 +R)
(1.110)
avec R = 3ρb4ργ . Cette onde sonore continue a` se propager jusqu’a` la recombinaison, a` redshift zrec ≈
1, 100 (correspondant a` trec ≈ 380, 000 ans), ou` la tempe´rature est devenue suffisamment faible pour
permettre la formation d’atomes d’hydroge`ne. A partir de la recombinaison, les baryons sont de´couple´s
des photons et ne sont donc plus affecte´s par la pression de radiation. Ainsi, comme on peut le voir
sur les figures 1.13(c) et 1.13(d), la propagation sonore des baryons est stoppe´e. Ils se retrouvent
concentre´s dans une enveloppe sphe´rique autour de la surdensite´ initiale. Quant aux photons, ils se
propagent de´sormais librement dans toutes les directions, ce qui a tendance a` lisser les inhomoge´ne´ite´s
de la distribution. Les photons qui ont pu se propager librement a` partir de cette e´poque peuvent eˆtre
observe´s aujourd’hui puisqu’ils constituent le CMB. En regardant le CMB dans diffe´rentes directions,
on peut observer les inhomoge´ne´ite´s de la distribution de photons au moment de la recombinaison.
Les ondes acoustiques peuvent donc eˆtre clairement vues comme une se´rie de pics dans le spectre de
puissance du CMB.
Apre`s la recombinaison, la matie`re e´volue simplement gravitationnellement a` partir de sa distri-
bution a` la recombinaison comme on peut le voir sur les figures 1.13(e) et 1.13(f). Cette distribution
est compose´e de deux surdensite´s : une surdensite´ de matie`re noire proche de la surdensite´ initiale et
une surdensite´ sphe´rique de baryons a` une distance rs ≈ 150Mpc correspondant a` l’horizon sonique.
L’e´volution gravitationnelle entraˆıne un accre´tion de la matie`re au niveau de ces deux surdensite´s, ainsi
qu’une homoge´ne´isation entre les distributions de matie`re noire et de matie`re baryonique. A faible
redshift, il ne reste qu’une forte surdensite´ proche de la surdensite´ initale et une faible surdensite´
sphe´rique a` la distance rs, la distance parcourue par l’onde sonore avant la recombinaison :
rs =
trec∫
0
cs(t)
dt
a(t)
(1.111)
La taille de l’horizon sonique de´pend de fac¸on complique´e des parame`tres cosmologiques, mais une
approximation utile est donne´e dans Eisenstein and Hu (1998) :
rs ≈
44.5 ln
(
9.83
Ωmh2
)
√
1 + 10 (Ωbh2)
3/4
Mpc (1.112)
Avec des valeurs raisonnables pour les parame`tres cosmologiques, Ωm = 0.27, Ωb = 0.045 et
h = 0.7, on obtient rs ≈ 152.9 Mpc. Avec l’unite´ h−1 habituellement utilise´e dans l’e´tude des grandes
structures, on obtient rs ≈ 107.0h−1 Mpc.
On peut voir sur la figure 1.13(f) que la surdensite´ sphe´rique a` distance rs est bien plus faible que
la surdensite´ centrale. Ceci est duˆ a` la pre´ponde´rance de la matie`re noire par rapport a` la matie`re
baryonique. La diffe´rence d’amplitude entre les deux surdensite´s est encore plus importante quand on
regarde le profil de densite´ ρ(r) au lieu du profil massique total r2ρ(r). Le ratio des deux amplitudes
de´pend principalement du ratio entre la densite´ baryonique et la densite´ de matie`re noire, et de l’ordre
de ≈ 0.01 pour le profil ρ(r).
On peut conside´rer l’univers primordial comme une superposition de telles densite´s ponctuelles
adiabatiques (avec des amplitudes variables). Dans l’approximation line´aire, la distribution actuelle
correspond donc a` la superposition des solutions montre´es sur la figure 1.13 a` diffe´rentes positions et
diffe´rentes amplitudes.
Le pic BAO peut eˆtre clairement identifie´ dans la fonction de corre´lation de la matie`re ξ(r) comme
un faible pic a` une e´chelle r ≈ rs. Cela vient de la corre´lation entre la surdensite´ centrale et la
surdensite´ sphe´rique a` distance ≈ rs. Le pic localise´ dans la fonction de corre´lation se traduit par
une se´rie de pics dans le spectre de puissance P (k). L’amplitude de la corre´lation au niveau du pic
BAO est bien plus faible dans le cas du champ de matie`re que dans le cas de CMB, car seulement une
faible partie de la matie`re totale est implique´e dans le phe´nome`ne acoustique, alors que la totalite´ des
photons est implique´e dans le cas du CMB.
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La largeur du pic BAO est due a` diffe´rents phe´nome`nes, notamment l’e´tirement de l’onde acous-
tique pendant sa propagation, le Silk damping au moment de la recombinaison et la corre´lation des
perturbations initiales. L’e´volution non line´aire cause e´galement un lissage du pic BAO, principale-
ment a` cause des mouvements relatifs de paires de particules se´pare´es d’une distance ≈ rs (voir section
1.3.4).
Chapitre 2
Analyse statistique de la corre´lation
des galaxies
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2.1 Champs ale´atoires en cosmologie
2.1.1 Champ statistiquement homoge`ne et isotrope
Un champ ale´atoire est de´fini comme statistiquement homoge`ne 1 (ou plus simplement stationnaire)
lorsque ses densite´s de probabilite´ jointes p(δ1, δ2, . . . ) (ou de fac¸on e´quivalente ses moments) sont
invariantes translation des coordonne´es de l’espace x1,x2, . . . (ou` l’on a de´fini δi = δ(xi)). Ainsi les
diffe´rentes probabilite´s ne de´pendent que des positions relatives des points les uns par rapport aux
autres.
Un champ est dit statistiquement isotrope lorsque les quantite´s p(δ1, δ2, . . . ) sont invariantes par
rotation de l’espace. On supposera que les champs cosmologiques sont stationnaires et isotropes,
comme exprime´ par le principe cosmologie (voir section 1.1.1). Toutefois ceci n’est vrai qu’en espace
re´el et n’est plus strictement vrai en espace redshift, qui est utilise´ pour l’analyse des releve´s de galaxies.
1. a` ne pas confondre avec un champ homoge`ne qui a la meˆme valeur partout dans l’espace
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2.1.2 Fonction de corre´lation a` 2 points et spectre de puissance
En cosmologie la fonction de corre´lation a` 2 points est de´finie comme la covariance du champ de
fluctuations δ. On rappelle que le champ de fluctuations δ ∈ [−1,∞] est de´fini a` partir du champ de
densite´ ρ par la relation :
δ(x) =
ρ(x)− ρ¯
ρ¯
(2.1)
Dans le cas d’un champ stationnaire, la fonction de corre´lation est de´finie pour tout vecteur de
se´paration r :
ξ(r) = E[δ(x)δ(x+ r)] (2.2)
Ceci correspond effectivement a` la covariance du champ δ entre 2 positions se´pare´es par un vecteur
r. En effet on a E [δ(x)] = 0, i.e. que la covariance entre δ(x) et δ(x+ r) s’e´crit :
Cov[δ(x), δ(x+ r)] = E[δ(x)δ(x+ r)] (2.3)
Dans le cas ou` le champ est statistiquement isotrope, la fonction de corre´lation ne de´pend que de
la norme de la se´paration r = ‖r‖. Cette hypothe`se n’est pas exactement ve´rifie´e lorsque l’on conside`re
la distribution des galaxies en espace redshift. Cependant si l’on se place dans l’approximation ’plan-
paralle`le’ ou` la se´paration entre deux points est faible par rapport a` la distance entre l’observateur et
ces points, le champ peut eˆtre approxime´ comme stationnaire avec simplement une anisotropie entre
la direction de ligne de vise´e et la direction transverse. La fonction de corre´lation bidimensionnelle
ξ(π, σ) est alors bien de´finie, ou` π repre´sente la se´paration dans la ligne de vise´e et σ la se´paration
transverse (voir section 2.2.3)
De plus, nous allons voir dans la section 2.2.3 que le monopole de la fonction de corre´lation
bidimensionnelle (ou du spectre de puissance bidimensionnel) en espace redshift est lie´e a` la fonction
de corre´lation en espace re´el par un simple effet multiplicatif. On peut donc simplement e´tudier les
pre´dictions des mode`les cosmologiques en espace re´el, et les comparer au monopole de la fonction de
corre´lation en espace redshift.
Continuons donc la pre´sentation dans le cas de champs stationnaires et statistiquement isotropes.
On peut de fac¸on e´quivalente conside´rer le champ de fluctuations dans l’espace de Fourier δ˜ :
δ˜(k) =
∫
δ(x) exp(−ik.x)d3x (2.4)
δ(x) =
1
(2π)3
∫
δ˜(k) exp(ik.x)d3k (2.5)
Les quantite´s δ˜(k) sont les coefficients de Fourier de δ(x), et sont des nombres complexes. Comme
δ(x) est re´el, la formule (2.5) implique que :
δ˜(k) = δ˜⋆(−k) (2.6)
Tout comme pour δ(x), le champ est de´termine´ entie`rement par les proprie´te´s statistiques de δ˜(k).
Calculons la covariance du champ dans l’espace de Fourier :
E[δ˜(k)δ˜(k′)] =
∫∫
〈δ(x)δ(x+ r)〉 exp[−i(k+ k′).x− ik′.r]d3xd3r (2.7)
=
∫∫
ξ(r) exp[−i(k+ k′).x− ik′.r]d3xd3r (2.8)
= δD(k+ k
′)
∫
ξ(r) exp(ik.r)d3r (2.9)
= (2π)3δD(k+ k
′)P (k) (2.10)
ou` δD repre´sente la distribution de Dirac et P (k) est par de´finition le spectre de puissance du champ.
Notons que la stationnarite´ du champ entraˆıne que des modes de Fourier distincts ont une cova-
riance e´gale a` 0 (i.e. sont non corre´le´s). Le spectre de puissance est donne´ en trois dimensions par la
transforme´e de Fourier de la fonction de corre´lation tri-dimensionnelle ξ(r) = ξ(r) :
P (k) =
∫
ξ(r) exp(ik.r)d3r (2.11)
ξ(r) =
1
(2π)3
∫
P (k) exp(−ik.r)d3k (2.12)
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Les fonctions monodimensionnelles ξ(r) et P (k) sont donc relie´s par transforme´e de Hankel :
ξ(r) =
1
(2π)3
∫
4πP (k)
sin(kr)
kr
k2dk (2.13)
2.1.3 Cas particulier du champ Gaussien
De´finition et proprie´te´s
Un champ Gaussien δ est tel que pour n’importe quel N -uplet de points (x1, . . . ,xN), le vecteur
de dimension N , δ = (δ(x1), . . . , δ(xN)), suit une loi multivarie´e Gaussienne. De plus pour un champ
stationnaire et isotrope, la densite´ de probabilite´ de δ est simplement donne´e en fonction de la moyenne
δ¯ et de la covariance du champ C :
p(δ) ∝ 1√|C| exp
[
−1
2
(δ − δ¯)C−1(δ − δ¯)
]
(2.14)
avec C la matrice de covariance du vecteur δ lie´e a` la covariance du champ C de la fac¸on suivante :
Cij = C(|xi − xj|) (2.15)
Pour un champ de moyenne nulle δ¯ = 0, comme c’est le cas pour le champ de fluctuations, le
champ est entie`rement de´termine´ par sa fonction de covariance C, e´gale a` la fonction de corre´lation
de´finie dans l’e´quation (2.2) :
ξ(r) = C(r) (2.16)
Comme la transforme´e de Fourier est line´aire, les modes δ˜(k) sont aussi Gaussiens. Comme les
diffe´rents modes de Fourier sont non corre´le´s d’apre`s l’e´quation (2.10) ils sont e´galement inde´pendants
(ceci est une spe´cificite´ du cas Gaussien).
Champ de fluctuations δ en cosmologie et Gaussianite´
Comme explique´ dans la section 1.3.1, l’inflation pre´dit des fluctuations primordiales du champ
de matie`re δm(ti) quasi-Gaussiennes (conse´quence du the´ore`me central-limite), et cette Gaussianite´
est pre´serve´e par l’e´volution line´aire. Le CMB re´ve`le les fluctuations dans un re´gime line´aire, et c’est
pourquoi ses fluctuations sont Gaussiennes. En revanche l’e´volution non line´aire de´truit la Gaussianite´
et permet l’apparition de structures planaires ou filamentaires qui ne sont pas attendues pour un
champ Gaussien. En effet les grandes structures de l’univers a` l’e´poque actuelle semblent constitue´es
de grands vides se´pare´s par des feuillets et des filaments, constituant un re´seau plus connu sous le
nom de toile cosmique (Cosmic Web, Bond et al. (1996); Springel et al. (2005), voir figure 2.1).
L’approximation de l’e´volution line´aire est d’autant plus valide que l’on va vers les grandes e´chelles
ou les hauts redshift (en effet l’approximation line´aire est base´e sur la condition δ ≪ 1). Dans la distri-
bution des galaxies actuelles, on peut donc regarder en dessous de quelle e´chelle cette approximation
n’est plus valable, ou de fac¸on e´quivalente en dessous de quelle e´chelle le champ n’est plus Gaussien.
Une me´thodologie tre`s utile pour tester la Gaussianite´ est base´e sur les fonctions de Minkowski,
qui quantifient la ge´ome´trie et la topologie des ensembles d’excursion, Fu = {x, δ(x) ≥ u}, du champ
δ. Un grand inte´reˆt des fonctions de Minkowski est qu’elles sont connues analytiquement pour des
champs Gaussiens (Tomita 1990). Par exemple, la troisie`me fonction de Minkowski v3(ν) (lie´e a` la
caracte´ristique d’Euler χ ou au genus G), a une espe´rance donne´e par :
E[v3(ν)] ∝ (ν2 − 1) exp
(−ν2
2
)
(2.17)
avec ν = u−µσ , ou` u est le seuil du champ correspond a` l’ensemble d’excursion mesure´, µ est la moyenne
du champ et σ correspond a` l’e´cart-type en un point donne´.
On montre sur la figure 2.2 la fonction v3(ν) obtenue sur le catalogue de galaxies du 2 degree Field
Galaxy Redshift Survey (2dFGRS) de´crit dans Mart´ınez et al. (2005) et lisse´ a` diffe´rentes e´chelles
s = 1, 2, 4, 6 et 8h−1Mpc. On voit qu’aux e´chelles s = 4, 6, 8h−1Mpc, la fonction v3(ν) est proche
de celle d’un champ Gaussien alors qu’aux e´chelles s = 1, 2h−1Mpc il y a des larges diffe´rences.
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Figure 2.1 – Les diffe´rentes figures montrent la meˆme coupe d’e´paisseur 15h−1Mpc en coordonne´es
comobiles de la simulation N -corps Millennium (Springel et al. 2005), a` diffe´rents redshift z = 18.3 (en
haut a` gauche), z = 5.7 (en haut a` droite), z = 1.4 (en bas a` gauche) et z = 0 (en bas a` droite). On
peut remarquer l’e´volution non line´aire qui de´truit la Gaussianite´ du champ et permet la formation de
la toile cosmique avec son re´seau filaments entourant des grands vides cosmiques. Figures fournies par
l’e´quipe scientifique de la simulation Millennium, http://www.mpa-garching.mpg.de/millennium/.
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Figure 2.2 – La statistique v3(ν) obtenue sur un catalogue de galaxies du releve´ 2dFGRS. Les
diffe´rentes courbes montrent v3(ν) apre`s un lissage du champ par un noyau Gaussien de taille
s = 1h−1Mpc (violet), s = 2h−1Mpc (bleu), s = 4h−1Mpc (vert), s = 6h−1Mpc (orange) et
s = 8h−1Mpc (rouge) compare´es a` l’espe´rance E[v3(ν)] pour un champ Gaussien de la formule (2.17)
(noir). Chaque courbe a e´te´ renormalise´e pour rendre la comparaison possible. On voit que les courbes
v3(ν) se rapprochent du cas Gaussien quand on augmente la taille du lissage, ce qui supporte l’ide´e
que le champ de galaxies devient Gaussien a` des e´chelles suffisamment grandes.
2.2 La corre´lation des galaxies
2.2.1 Le champ de galaxies comme un processus de Cox
Une caracte´ristique importante de la distribution des galaxies est que celle ci est discre`te et non
continue, i.e. qu’elle est de´crite par un processus ponctuel. Pour une revue de statistiques spatiales nous
renvoyons le lecteur a` Stoyan et al. (1995) et pour un aperc¸u des applications en cosmologie a` Mart´ınez
and Saar (2002). En pratique un catalogue de galaxies peut eˆtre repre´sente´ par une suite ale´atoires
de N points Ψ = {xi}Ni=1, ou` N est aussi ale´atoire et les xi correspondent aux positions observe´es
des galaxies a` l’inte´rieur d’une re´gion de l’espace W ⊂ R3. De fac¸on e´quivalente, la distribution
des galaxies peut eˆtre vue comme une somme de distributions de Dirac δD centre´es sur les galaxies
observe´es :
ng(x) =
N∑
i=1
δD(x− xi) (2.18)
Un mode`le re´aliste pour la distribution des galaxies ng est celui d’un processus de Cox (connu
aussi sous le nom de double processus stochastique de Poisson). C’est un processus de Poisson avec
une intensite´ donne´e par un champ continu ρg(x) qui est lui-meˆme un champ ale´atoire. Connaissant
ρg(x), le nombre de galaxies dans un volume dV autour de x est une re´alisation de Poisson avec
intensite´ ρg(x)dV . Ce processus est donc doublement stochastique ; d’un coˆte´ avec la stochasticite´ du
le champ continu ρg(x), et d’un autre coˆte´ a` travers l’e´chantillonnage de Poisson de ce champ.
On peut ve´rifier que la fonction de corre´lation de ce processus ponctuel est la meˆme que celle du
champ continu sous-jacent ρg, plus une fonction de Dirac en 0
1
n¯δD due au caracte`re ponctuel du
champ (i.e. au bruit de Poisson).
Dans le cas d’un processus ponctuel, la fonction de corre´lation de ng (vue comme un processus
continu avec l’e´quation (2.18)) de´finie dans la section 2.1.2 posse`de une interpre´tation statistique
simple. Si l’on conside`re deux volumes infinite´simaux dV1 et dV2 centre´s en x1 et x2 tels que x1 =
x2 + r, la probabilite´ dP12 qu’a` la fois dV1 et dV2 contiennent un point du processus est e´gale a` :
dP12 = n¯
2[1 + ξ(r)]dV1dV2 (2.19)
ou` n¯ est la densite´ moyenne du champ, i.e. n¯ = E[ng]. Une autre fac¸on d’exprimer ceci est de
regarder la probabilite´ conditionnelle dP2|1 de trouver un point dans le volume dV2 sachant qu’un
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point est pre´sent dans le volume dV1 :
dP2|1 = n¯[1 + ξ(r)]dV2 (2.20)
Lorsque le champ est statistiquement isotrope, la fonction de corre´lation ne de´pend que de la
norme de la se´paration r = ‖r‖. On dira d’un champ ale´atoire pour lequel ξ = 0 que c’est un champ
non corre´le´. La fonction de corre´lation peut donc eˆtre interpre´te´ comme l’exce`s relatif (ξ > 0) ou le
de´faut relatif (ξ < 0) du nombre de paires a` une distance r par rapport a` un processus non corre´le´.
On voit avec la formule (2.20) qu’un champ pour lequel deux volumes distincts de l’espace sont
inde´pendants, i.e. dP2|1 = n¯dV2, est non corre´le´. Un cas particulier de champ non corre´le´ est celui
d’un processus de Poisson d’intensite´ λ sans corre´lation. Pour un tel processus le nombre de points
dans une re´gion A de volume V (A) suit une loi de Poisson d’intensite´ λV (A), et les nombres de points
a` l’inte´rieur de deux re´gions distinctes A et B sont inde´pendants. On se servira notamment de ce type
de processus pour estimer la fonction de corre´lation (voir section 2.2.4).
2.2.2 Biais des galaxies par rapport a` la matie`re
Le champ de galaxies continu ρg de´fini dans la section 2.2.1 est e´videmment lie´ au champ de
matie`re continu ρm. En re´alite´ la relation entre ces 2 champs est complexe et de´pend des processus
de formation et d’e´volution des galaxies. Un mode`le simple et tre`s souvent utilise´ consiste a` supposer
une relation line´aire entre ces deux champs a` travers le parame`tre de biais b (biais ’masse-luminosite´’)
de´fini de la fac¸on suivante :
δg(x) = b δm(x) (2.21)
avec δm le champ de fluctuations de la matie`re de´fini par l’e´quation (2.1) et δg le champ de fluctuations
de´fini de la meˆme fac¸on par rapport a` ρg. Il faut noter que le terme biais ici a une signification diffe´rente
du biais d’un estimateur statistique. Le biais masse-luminosite´ quantifie comment les fluctuations sont
amplifie´es dans la distribution des galaxies par rapport au champ de matie`re, alors que le biais d’un
estimateur quantifie la diffe´rence entre l’espe´rance de l’estimateur et la quantite´ estime´e.
Dans le cas ’non biaise´’ ou` b = 1, on dit que les galaxies suivent le champ de matie`re. On peut
aussi noter que le cas b > 1 pose the´oriquement un proble`me pour ce simple mode`le de biais, puisque
l’on doit a` la fois avoir δm ∈ [−1,∞] et δg ∈ [−1,∞]. Ce mode`le simple donne facilement la relation
entre la fonction de corre´lation des galaxies ξg et celle de la matie`re ξm :
ξg(r) = b
2ξm(r) (2.22)
Un autre mode`le simple de ’biais mass-luminosite´’ qui permet d’avoir une intuition des processus
physiques sous-jacents, consiste a` supposer que les galaxies sont forme´es dans les pics du champ de
matie`re, i.e. dans les maxima locaux. Dans ce cas, le biais du champ obtenu en se´lectionnant ces pics
par rapport au champ de matie`re peut eˆtre calcule´ analytiquement, au moins dans le cas d’un champ
de matie`re Gaussien (Kaiser 1984; Bardeen et al. 1986). Il existe des mode`les plus ge´ne´raux ou` le biais
peut eˆtre stochastique et de´pendre de la position et de l’e´chelle (e.g. Fry and Gaztanaga (1993); Mo
et al. (1997); Matsubara (1999)).
Le paradigme actuel pour la formation des galaxies est base´ sur le halo model selon lequel les
galaxies se forment a` l’inte´rieur de halos de matie`re noire virialise´s. Selon le halo model, le biais des
halos de matie`re noire est de´terministe, ou` l’on de´finit le biais :
b2h =
ξh
ξm
=
Ph
Pm
(2.23)
ou` ξh et ξm (Ph et Pm) de´notent la fonction de corre´lation (le spectre de puissance) des halos et de
la matie`re respectivement. Ce biais peut eˆtre calcule´ comme la moyenne du biais b(m) en tant que
fonction de la masse m du halo, ponde´re´ suivant la se´lection des halos (voir Sa´nchez et al. (2008)) :
bh =
∫∞
0
ψ(m)b(m)n(m)dm∫∞
0
ψ(m)n(m)dm
(2.24)
ou` n(m) est la fonction de masse des halos de matie`re noire, donnant la densite´ spatiale de halos
dans l’intervalle de masse [m,m+dm] (Sheth et al. 2001), b(m) le biais des halos de masse m (Sheth
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et al. 2001) et ψ(m) la fonction de se´lection des halos de masse m dans la construction de l’e´chantillon.
Sa´nchez et al. (2008) trouve que cette approximation d’un biais constant (i.e. inde´pendant de l’e´chelle)
est tre`s pre´cise pour diffe´rentes se´lections de halos aux e´chelles r > 60h−1Mpc. Si l’on veut mode´liser
la fonction de corre´lation aux plus petites e´chelles il faut toutefois tenir compte de la de´pendance
d’e´chelle, et ceci est ge´ne´ralement fait graˆce a` des simulations N -corps. Eisenstein et al. (2005) trouve
que la correction par rapport a` un biais constant est de seulement 10% pour r > 10h−1Mpc a` z = 0.3.
L’effet diminue rapidement a` plus haut redshift et Blake et al. (2011a) ne trouve qu’une correction de
1% pour r > 10h−1Mpc a` z = 0.6.
Comme on e´tudie en ge´ne´ral la corre´lation d’une certaine population de galaxies et non des halos de
matie`re noire, une e´tude pre´cise requiert un raffinement du halo model base´ sur une Halo Occupation
Distribution (HOD). Dans ce mode`le les galaxies se forment a` l’inte´rieur des halos de matie`re noire,
avec une distribution pour un halo de masse m donne´e par p(Ng|m) (Scoccimarro et al. 2001; Berlind
and Weinberg 2002).
Il faut noter qu’un tel mode`le HOD ne donne plus tout a` fait le champ de galaxies ng suivant
un processus Cox puisque les distributions p(Ng|m) peuvent eˆtre quelconques (et en particulier non
Poissoniennes).
Etant donne´ que le ’biais masse-luminosite´’ est lie´ a` la formation des galaxies et leur e´volution, il est
logique que ce biais de´pende de la population de galaxies conside´re´e. En d’autres termes, la corre´lation
d’une population de galaxies de´pend des proprie´te´s intrinse`ques telles que la masse, et e´volue avec la
temps. Ce phe´nome`ne connu sous le nom de se´gre´gation des galaxies, peut eˆtre observe´ lorsque l’on
e´tudie la de´pendance de la corre´lation en fonction des proprie´te´s des galaxies. En ge´ne´ral, les galaxies
rouges et lumineuses sont plus fortement corre´le´es que les galaxies bleues, peu lumineuses et spirales.
A l’inte´rieur des mode`les de´crits pre´ce´demment cela veut dire concre`tement que les parame`tres b ou
p(Ng|m) ne sont pas absolus mais de´pendent de la population de galaxies.
Dans nos simulations nous utiliserons un mode`le tre`s simple, avec un biais constant aux grandes
e´chelles b et une correction de´pendante d’e´chelle e´talonne´e a` partir de simulations N -corps.
2.2.3 Distorsions de redshift
Afin d’estimer la fonction de corre´lation ξ(r) (ou le spectre de puissance P (k)) on a besoin de
connaˆıtre la position en 3D de chaque objet de l’e´chantillon. En cosmologie, un proble`me vient de la
fac¸on diffe´rente dont est estime´e la position d’un objet : sa position angulaire sur le ciel est facilement
estime´e, mais sa distance dans la ligne de vise´e est obtenue en ge´ne´ral graˆce a` son redshift. Comme
on l’a vu dans la section 1.1.4 la distance comobile d’un objet en fonction de son redshift de´pend
du mode`le cosmologique, si bien que pour construire un e´chantillon il faut supposer une cosmologie
fiducielle. L’effet d’une cosmologie fiducielle errone´e peut eˆtre mode´lise´, et c’est cet effet qui permet
notamment de contraindre les parame`tres cosmologiques.
Cependant il y a un effet supple´mentaire qui vient des distorsions de redshift (redshift distortions)
dues aux vitesses particulie`res des objets. En effet, avec le bon mode`le cosmologique, on peut calculer
la distance comobile d’un objet a` partir de son redshift lorsque celui-ci suit le flot de Hubble. Mais
cette estimation est fausse´e car le redshift de l’objet est aussi affecte´ par sa vitesse particulie`re. Si l’on
prend le cas particulier des releve´s de galaxies spectroscopiques, le redshift est mesure´ avec une grande
pre´cision (typiquement, σ(z) ∼ 10−4). Cependant les vitesses particulie`res cre´ent des de´formations
dans le champ de densite´ (on dit qu’on observe le champ en espace redshift et non en espace re´el). Ces
de´placements particuliers peuvent eˆtre se´pare´s en deux types :
– Un de´placement duˆ a` des vitesses ale´atoires a` l’inte´rieur des amas de galaxies, qui cre´e un
e´tirement de l’amas en espace redshift (effet finger of god). Cet effet a pour conse´quence de lisser
la fonction de corre´lation approximativement a` l’e´chelle du de´placement ale´atoire.
– L’effet Kaiser (Kaiser 1987) qui est plus subtil. Cet effet de´crit les vitesses particulie`res d’objets
qui s’effondrent gravitationnellement vers un centre de masse. Il diffe`re de l’effet finger of god
car les vitesses des objets sont cohe´rentes et non ale´atoires. Du fait de la cohe´rence des vitesses
avec le champ de densite´, cet effet amplifie la corre´lation aux grandes e´chelles.
Ces deux effets impliquent que la fonction de corre´lation en espace redshift n’est plus isotrope (alors
qu’elle est isotrope dans l’espace re´el selon le principe cosmologique). Il est donc utile de conside´rer
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Figure 2.3 – Fonction de corre´lation bidimensionnelle ξ(π, σ) pour le releve´ de galaxies 2dFGRS, en
fonction de la se´paration sur la ligne de vise´e π et dans la direction transverse σ, montrant l’ effet des
distorsions de redshift. La forme de cigare a` π ≈ 0 est duˆ a` l’effet finger of god qui lisse la fonction de
corre´lation, alors que l’effet cigare aux grands π (i.e. l’amplification de la corre´lation) est duˆ a` l’effet
de Kaiser. Figure extraite de Peacock et al. (2001).
la fonction en bidimensionnelle ξ(π, σ), qui de´pend de la se´paration de la paire r projete´e sur la ligne
de vise´e π et projete´e sur la direction transverse σ. On peut voir sur la figure 2.3, pour le releve´ de
galaxies 2dFGRS, les deux effets mentionne´s pre´ce´demment dans la direction de π a` σ ≈ 0 : la forme
de cigare a` π ≈ 0 est duˆ a` l’effet finger of god qui lisse la fonction de corre´lation, alors que l’effet cigare
aux grands π (i.e. l’amplification de la corre´lation) est duˆ a` l’effet de Kaiser.
L’effet Kaiser (Kaiser 1987) peut eˆtre quantifie´ facilement dans le re´gime line´aire en supposant que
l’on est dans l’approximation ’plan-paralle`le’ (plane-parallel), i.e. que l’observateur est suffisamment
loin pour que les vitesses des objets dans la ligne de vise´e puissent effectivement eˆtre conside´re´es
comme paralle`les. On obtient que le spectre de puissance en espace redshift Ps(k) est relie´ au spectre
de puissance en espace re´el P (k) par la formule :
Ps(k) = (1 + βµ
2
k)
2P (k) (2.25)
avec µk ∈ [−1, 1] e´gal a` la projection du vecteur unitaire kˆ sur la ligne de vise´e, et β proportionnel au
facteur de croissance sans dimension introduit dans la section 1.3.2 :
β =
f(Ωm)
b
=
1
b
d lnD
d ln a
(2.26)
avec b le biais (suppose´ constant) de la population d’objets. En particulier pour le champ de matie`re
lui-meˆme, on a b = 1. De plus, comme on l’a vu dans la section 1.3.2, on peut en ge´ne´ral approximer
f(Ωm, z) ≈ Ωm(z)0.6.
Il est tre`s courant dans l’e´tude des catalogues de galaxies de ne s’inte´resser qu’au monopole de la
fonction de corre´lation ξ0(s) (ou du spectre de puissance) en espace redshift, de par sa simplicite´ et
de par le fait qu’il soit moins bruite´ que la fonction de corre´lation bidimensionnelle ξ(π, σ) :
ξ0(s) =
1
4π
∫
Ω
ξ(s)d2os (2.27)
P0(k) =
1
4π
∫
Ω
Ps(k)d
2ok (2.28)
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Les monopoles correspondent aux moyennes sphe´riques pour une norme donne´e s = ‖s‖ ou k =
‖k‖. Dans la litte´rature, le monopole de la fonction de corre´lation est souvent de´note´ fonction de
corre´lation par abus de langage (de meˆme l’indice 0 du monopole est souvent oublie´ mais en ge´ne´ral
le contexte est assez clair pour faire la diffe´rence). A partir de la relation (2.25) on peut montrer que
le monopole de la fonction de corre´lation et du spectre de puissance en espace redshift sont relie´s a`
leur contrepartie en espace re´el par les relations :
ξ0(s) =
(
1 +
2β
3
+
β2
5
)
ξ(r) (2.29)
P0(k) =
(
1 +
2β
3
+
β2
5
)
P (k) (2.30)
L’effet Kaiser consiste donc en un simple effet multiplicatif sur la fonction de corre´lation et le
spectre de puissance, i.e. que c’est un biais inde´pendant de l’e´chelle.
2.2.4 Estimation de la fonction de corre´lation
Comme on l’a vu dans la section 2.2.1, la fonction de corre´lation ξ(r) d’un processus ponctuel
homoge`ne et isotrope peut eˆtre interpre´te´e comme l’exce`s de probabilite´ de trouver une paire de
galaxies dans deux volumes dV1 et dV2 a` une se´paration r, par rapport a` une distribution sans
corre´lation :
dP12 = n¯
2[1 + ξ(r)]dV1dV2 (2.31)
La fonction de corre´lation e´tant une quantite´ ge´ome´trique, elle requiert de connaˆıtre la position
des galaxies en 3D. Comme on l’a de´ja` explique´ dans la section 2.2.3, on ne connaˆıt pas exactement la
position des galaxies a` l’inte´rieur des releve´s. On ne peut obtenir un volume 3D qu’apre`s avoir suppose´
une cosmologie fiducielle pour convertir les redshift en distances avec la relation suivante, de´ja` donne´e
dans la section 1.1.4 :
DfidC (z) =
c
Hfid0
z∫
0
1
Efid(z′)
dz′ (2.32)
avec l’expression de Efid(z) pour un mode`le ωCDM :
Efid(z) =
√
Ωfidr (1 + z)4 +Ω
fid
m (1 + z)3 +Ω
fid
k (1 + z)
2 +ΩfidDE(1 + z)
3(1+wfid) (2.33)
On voit que la parame`tre Hfid0 intervient seulement comme une constante multiplicative dans la
distance des objets. Il est quasiment syste´matique dans l’e´tude de la corre´lation des galaxies d’utiliser
la notation Hfid0 = 100h
fid km s−1Mpc−1 et de conside´rer les distances a` l’inte´rieur du releve´ dans
l’unite´ h−1Mpc (ou` l’on omettra la notation fid par simplicite´). En utilisant cette unite´ on obtient que
les distances des objets sont inde´pendantes du choix de Hfid0 , si bien que l’estimateur de la fonction
de corre´lation est e´galement inde´pendant du choix de Hfid0 .
Meˆme si l’on suppose que la cosmologie fiducielle est correcte, les vitesses particulie`res des ob-
jets introduisent des distortions de redshift (voir section 2.2.3). On ne calcule donc pas la fonction
de corre´lation en espace re´el, mais en espace redshift. Toutefois lorsque la cosmologie fiducielle est
incorrecte, la relation redshift-distance est e´galement incorrecte, si bien que les galaxies ne sont pas
estime´es a` la bonne distance de l’observateur.
Ces deux phe´nome`nes rendent la distribution de galaxies non statistiquement isotrope dans l’espace
redshift en coordonne´es fiducielles. La corre´lation est diffe´rente dans la ligne de vise´e et dans la direction
transverse, si bien que la fonction de corre´lation ξ(π, θ) est bi-dimensionnelle. Dans cette the`se, on
s’inte´ressera au monopole de la fonction de corre´lation ξ0(s), donne´ par :
ξ0(s) =
1
4π
∫
Ω
ξ(s)d2os (2.34)
Nous allons maintenant expliquer comment estimer le monopole de la fonction de corre´lation.
Supposons que l’on connaisse le champ de galaxies ng sur un releve´ de volume ge´ome´trique V ⊂ R3.
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Faisons l’inte´grale double de l’e´quation (2.31) pour toutes les paires de volume du releve´ a` distance
‖r‖ ∈ Ir = [r − dr/2, r + dr/2] :∫
V
∫
V
1‖x1−x2‖∈IrdP12 = n¯
2
g
∫
V
∫
V
1‖x1−x2‖∈Ir [1 + ξ(r)] dV1dV2 (2.35)
On voit facilement que le coˆte´ gauche de l’e´quation (2.35) correspond a` l’espe´rance du nombre de
paires a` une distance r ∈ Ir dans le releve´, nombre que l’on notera DD(r). Notons V2,r le double
volume de points x1 et x2 du releve´ situe´s a` une distance ‖x1 − x2‖ ∈ Ir :
V2,r =
∫
V
∫
V
1‖x1−x2‖∈IrdV1dV2 (2.36)
En ge´ne´ral le releve´ est assez re´gulier pour que la simple approximation suivante soit tre`s bien
ve´rifie´e : ∫
V
∫
V
1‖x1−x2‖∈Irξ(r)dV1dV2 ≈ V2,r ξ0(r) (2.37)
i.e. que toutes les directions sur la sphe`re du vecteur de se´paration x1−x2 sont repre´sente´es de fac¸on
e´gale sur l’ensemble de paires de points x1 et x2 du releve´ situe´s a` distance ‖x1 − x2‖ ∈ Ir. On peut
donc re´e´crire l’e´quation (2.35) :
E [DD(r)] = n¯2gV2,r [1 + ξ0(r)] (2.38)
E [DD(r)] = E [NDD]
V2,r
V 2
[1 + ξ0(r)] (2.39)
ou` NDD est le nombre total de paires de galaxies dans le releve´, d’espe´rance E[NDD] = n¯
2
gV
2, avec
V = |V| le volume du releve´.
Voyons comment on peut utiliser l’e´quation (2.39) pour estimer la fonction de corre´lation. La
me´thode habituelle est de conside´rer des catalogues de Poisson ale´atoires, i.e. de densite´ n¯r uniforme,
pour lesquels tous les volumes distincts sont inde´pendants. Comme on s’y attend, ce processus a une
corre´lation nulle (voir e´quation (2.31)) et l’on peut donc mesurer la corre´lation des galaxies comme
l’exce`s de probabilite´ de trouver une paire a` une se´paration r compare´ a` un tel processus. Re´e´crivons
l’e´quation (2.39) pour un tel processus :
E [RR(r)] = E [NRR]
V2,r
V 2
(2.40)
En combinant les e´quations (2.39) et (2.40) on obtient l’estimateur de Peebles-Hauser du monopole
de la fonction de corre´lation ξ0(r) (Peebles and Hauser 1974) :
ξˆPH(r) =
NRR
NDD
DD(r)
RR(r)
− 1 (2.41)
Il existe des estimateurs plus sophistique´s du monopole de la fonction de corre´lation (Davis and
Peebles 1983; Hamilton 1993; Landy and Szalay 1993) :
ξˆDP (r) =
NDR
NDD
DD(r)
DR(r)
− 1 (2.42)
ξˆHAM (r) =
N2DR
NDDNRR
DD(r)RR(r)
DR2(r)
− 1 (2.43)
ξˆLS(r) = 1 +
NRR
NDD
DD(r)
RR(r)
− 2NRR
NDR
DR(r)
RR(r)
(2.44)
Dans le chapitre 4, on comparera ces estimateurs et on expliquera pourquoi ces diffe´rentes exten-
sions ame´liorent la qualite´ de l’estimateur.
Jusqu’a` pre´sent on a suppose´ que l’on connaissait la distribution de galaxies dans un releve´ de
volume V. En pratique il peut y avoir des effets de se´lection complique´s a` l’inte´rieur de releve´. En effet
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celui-ci peut avoir une couverture angulaire complexe, avec e´ventuellement une se´lection angulaire qui
varie sur le ciel. En ge´ne´ral il y e´galement des effets de se´lection en fonction de la distance dus a` la
fac¸on de se´lectionner les galaxies. Ces diffe´rents effets rendent le releve´ non statistiquement homoge`ne,
i.e. avec une densite´ Φ(x)n¯g qui varie selon la position. Ceci peut eˆtre e´vite´ en changeant la fac¸on
de se´lectionner les galaxies et en se restreignant a` des zones du ciel avec une se´lection constante. On
obtient alors un releve´ statistiquement homoge`ne (e´chantillon volume-limited), mais cela induit une
perte d’information par rapport au releve´ initial.
Pour estimer la fonction de corre´lation dans le cas non statistiquement homoge`ne, on peut simple-
ment introduire la meˆme se´lection dans le catalogue ale´atoire que dans le releve´ de galaxies. Lorsque
l’e´chantillon est non statistiquement homoge`ne, il n’est plus optimal d’accorder le meˆme poids a` toutes
les galaxies dans les estimateurs de la fonction de corre´lation. En effet on voit bien que les paires de
galaxies sont plus redondantes dans les zones de forte densite´, et qu’il faut donc diminuer le poids
de ces galaxies par rapport aux zones de faible densite´. Une fonction de poids approximativement
optimale, qui de´pend de la fonction de se´lection Φi a` la position de la galaxie i et de la distance r ou`
l’on estime la fonction de corre´lation, est donne´e dans Hamilton (1993) :
wi =
1
1 + n¯gΦiJ(r)
(2.45)
avec J(r) l’inte´grale de la vraie fonction de corre´lation :
J(r) = 4π
r∫
0
ξ(r′)r′2dr′ (2.46)
Il y a toutefois une contrainte pour ne pas introduire de biais dans l’estimateur, a` savoir que la
densite´ moyenne ponde´re´e dans l’e´chantillon de donne´es et dans l’e´chantillon ale´atoire doivent eˆtre
proportionnelles (i.e. qu’il doit y avoir un facteur multiplicatif constant entre les deux). Lorsque l’on
introduit des poids comme ceux de la formule (2.45), les quantite´s de comptage de paires DD, RR et
DR sont modifie´es de la fac¸on suivante dans les estimateurs (2.41), (2.42), (2.43) et (2.44) : au lieu
d’ajouter +1 pour chaque paire, on ajoute wiwj , avec wi et wj les poids respectifs des galaxies de la
paire.
Avec le mode`le de processus de Cox de la section 2.2.1, on voit qu’il existe deux types de bruit dans
l’estimation de la fonction de corre´lation. On rappelle que dans ce mode`le, la distribution de galaxies
discre`te ng est vue comme une re´alisation de Poisson sur un processus ale´atoire continu ρg. L’effet
du releve´ est d’introduire une fonction de se´lection Φ (Φ = 1V pour un e´chantillon volume-limited)
de sorte que l’on peut conside´rer le champ de galaxies observe´ comme une re´alisation de Poisson sur
le processus continu Φρg. Parce que Φ est non nulle seulement dans un volume fini, meˆme si l’on
connaissait le champ continu sous-jacent Φρg, il y aurait une incertitude sur la fonction de corre´lation
du champ ρg. Ce premier type de bruit est appele´ bruit d’e´chantillon (sample variance). Le second
type de bruit est duˆ a` l’e´chantillonnage de Poisson du champ continu, i.e. que le champ discret ng ne
donne acce`s au champ continu Φρg qu’a` une incertitude pre`s. Ce bruit de Poisson est plus fort dans
les zones de faible densite´, et on le nomme e´galement bruit de grenaille (shot noise).
2.2.5 Mode´lisation de la fonction de corre´lation
Variations de ξ(r) en coordonne´es comobiles
Pour mode´liser la fonction de corre´lation estime´e, la premie`re e´tape est de mode´liser la fonction
de corre´lation line´aire. Pour tout mode`le wCDM, la fonction de corre´lation line´aire ne de´pend que de
la densite´ de matie`re ωm = Ωmh
2, de la densite´ de baryon ωb = Ωbh
2, de l’indice spectral ns et de σ8
(en principe il y a aussi une de´pendance par rapport a` la tempe´rature du CMB θCMB , mais celle-ci
est connue avec une tre`s grande pre´cision, θCMB = 2.7260± 0.0013, voir Fixsen (2009)).
La figure 1.7 montre la corre´lation line´aire pour diffe´rentes valeurs de ωm (avec ωb, ns et σ8 fixe´s).
On voit notamment comment l’amplitude du pic BAO augmente lorsque la proportion de baryons
augmente par rapport a` la matie`re totale (i.e. ωm diminue a` ωb fixe´).
L’e´tape suivante de la mode´lisation consiste a` appliquer les corrections non line´aires (voir section
1.3.4). Ces corrections de´pendent le´ge`rement de l’e´volution de l’univers pour un redshift donne´, i.e. des
parame`tres H0, ΩΛ, Ωk et w pour un mode`le wCDM. Il y a finalement l’effet du biais des galaxies par
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rapport a` la matie`re dont il faut tenir compte. Comme on l’a vu dans la section 2.2.2, ce biais est tre`s
proche d’un facteur multiplicatif constant dans la fonction de corre´lation a` des e´chelles suffisamment
grandes. Cependant si l’on veut mode´liser la corre´lation a` des e´chelles faibles et interme´diaires, on
peut se servir de simulations N -corps pour e´talonner ce biais.
Effets dus a` la variation de la ge´ome´trie
A ce stade, on obtient une mode´lisation de la fonction de corre´lation en espace re´el et en co-
ordonne´es comobiles. Mais comme on l’a vu pre´ce´demment, on estime la fonction de corre´lation en
espace redshift et dans des coordonne´s fiducielles. On peut d’abord mode´liser l’effet du passage de
l’espace re´el vers l’espace redshift, qui se traduit par deux effets (voir section 2.2.3) :
– Un lissage de la fonction de corre´lation suivant la ligne de vise´e, duˆ a` l’effet finger of gods (qui
se traduit aussi par un lissage du monopole de la fonction de corre´lation)
– Une amplification du spectre de puissance suivant la ligne de vise´e, due a` l’effet Kaiser (qui se
traduit par un facteur constant dans le monopole de la fonction de corre´lation)
Finalement il faut tenir compte de l’effet de la cosmologie fiducielle, qui cre´e des distortions par
rapport a` la cosmologie re´elle. La cosmologie fiducielle intervient a` travers la relation distance-redshift
(relations (2.32) et (2.33)) pour convertir les redshift des galaxies en distances. Les distortions sont
d’autant plus grandes que la relation fiducielle est ’e´loigne´e’ de la vraie relation, qui de´pend de H0,
ΩΛ, Ωk et w pour un mode`le wCDM.
On peut voir les distortions dues a` la cosmologie fiducielle sur la figure 2.4. La figure montre la
taille d’un objet situe´ a` redshift z, d’extension ∆z en redshift et d’extension angulaire ∆θ sur le ciel.
Dans la vraie cosmologie (que l’on ne connaˆıt pas), l’objet a une extension c ∆zH(z) dans la ligne de vise´e
et DM (z)∆θ dans la direction transverse. En revanche, lorsque l’on choisit une cosmologie fiducielle,
l’objet a une extension c ∆z
Hfid(z)
dans la ligne de vise´e et DfidM (z)∆θ dans la direction transverse. On
voit en particulier qu’un objet sphe´rique peut devenir un ellipso¨ıde parce que la cosmologie fiducielle
est incorrecte.
On peut toutefois quantifier cet effet de distortion dans la fonction de corre´lation. L’effet est
particulie`rement clair dans la fonction de corre´lation bi-dimensionnelle ξ(π, σ) puisqu’une taille re´elle
c ∆zH(z) dans la ligne de vise´e apparait comme une taille c
∆z
Hfid(z)
, et une taille re´elle DM (z)∆θ dans
la direction transverse apparait comme une taille DfidM (z)∆θ. Autrement dit on observe un releve´
transforme´ par rapport au releve´ re´el, avec une dilatation H(z)
Hfid(z)
dans la ligne de vise´e et
Dfid
M
(z)
DM (z)
dans
la direction transverse. Ceci se traduit donc imme´diatement comme une dilatation de la fonction de
corre´lation bi-dimensionnelle. Si l’on conside`re l’espe´rance de l’estimateur de la fonction de corre´lation
calcule´e en coordonne´es fiducielles, on obtient :
E
[
ξˆ(π, σ)
]
= ξ
(
Hfid(z)
H(z)
π,
DM (z)
DfidM (z)
σ
)
(2.47)
ou` ξ(π, σ) est la vraie fonction de corre´lation en espace redshift 2D. On voit donc que l’e´tude de
la ge´ome´trie de l’univers se fait a` travers les parame`tres H(z) et DM (z) qui influencent la relation
redshift-distance et qui transforment la fonction de corre´lation observe´e. A cause de l’incertitude
inhe´rente aux observations (variance cosmique et bruit de Poisson pour la distribution des galaxies,
voir section 2.2.4), on ne peut pas mesurer ces parame`tres exactement, mais seulement les contraindre
statistiquement.
Il y a une subtilite´ a` laquelle il faut faire attention a` ce stade. En effet un releve´ a toujours une
certaine extension en redshift, si bien que la vision d’une dilatation unique dans tout le releve´ suivant
la ligne de vise´e et une dilatation unique suivant la direction transverse n’est pas rigoureusement vraie.
Pour des raisons de simplicite´ en suppose quand meˆme que cela est vrai en ge´ne´ral en prenant H(〈z〉)
et DM (〈z〉) au redshift moyen du releve´ 〈z〉.
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Figure 2.4 – Taille d’un objet (dans la ligne de vise´e et dans la direction transverse) a` redshift
z, d’extension ∆z en redshift et d’extension angulaire ∆θ sur le ciel. La vraie taille de l’objet est
donne´e dans la ligne de vise´e par c ∆zH(z) et dans la direction transverse par DM (z)∆θ. Cependant si
l’on utilise une cosmologie fiducielle incorrecte (comme c’est force´ment le cas puisqu’on ne connaˆıt
pas exactement la vraie cosmologie) pour convertir les redshift en distances, les parame`tres Hfid(z) et
DfidM (z) sont diffe´rents et l’objet est de´forme´. En particulier, un objet sphe´rique peut devenir ellipso¨ıdal
en coordonne´es fiducielles.
On va meˆme au-dela` de cette approximation dans les e´tudes habituelles qui s’inte´ressent au mo-
nopole de la fonction de corre´lation ξ0(s) (voir section 2.2.4) :
ξ0(s) =
1
4π
∫
Ω
ξ(s)d2os (2.48)
ou` l’on utilise a` nouveau la notation s pour la se´paration en espace redshift par souci de clarte´. On voit
dans ce cas que les dilatations dans la ligne de vise´e et dans la direction transverse vont se ’me´langer’
dans le monopole de la fonction de corre´lation, ce qui va changer la forme globale de la fonction de
corre´lation. Toutefois Eisenstein et al. (2005) et Padmanabhan and White (2008) ont montre´ qu’on
peut a` nouveau approximer ce phe´nome`ne par une simple dilatation par rapport a` la fonction de
corre´lation re´elle avec un facteur α = DV (〈z〉)/DfidV (〈z〉) avec DV l’e´chelle de dilatation (dilation
scale) donne´e par :
DV (z) =
[
(1 + z)2DM (z)
2 cz
H(z)
]1/3
∝ DM (z)2/3 1
H(z)1/3
(2.49)
On voit que cette e´chelle de dilatation est donne´e par une moyenne ge´ome´trique des facteurs de
dilatation dans la ligne de vise´e et dans la direction transverse (respectivement DM (z) et
1
H(z) ). La
dilatation transverse a un poids plus grand (puissance 2/3) compare´e a` la dilatation dans la ligne de
vise´e (puissance 1/3). En effet la direction transverse a aussi plus de poids que la direction de la ligne
de vise´e dans le monopole de la fonction de corre´lation. L’espe´rance du monopole de la fonction de
corre´lation en coordonne´es fiducielles (souvent note´ ξ(r) par abus de notation et appele´ fonction de
corre´lation par abus de langage) est relie´e a` la vraie fonction de corre´lation par la relation :
E
[
ξˆ0(s)
]
= ξ0(αs) (2.50)
ou` ξ0(s) est cette fois le vrai monopole de la fonction de corre´lation en espace redshift. C’est le pa-
rame`tre α qui mesure maintenant la ge´ome´trie de l’univers (i.e. la relation redshift-distance). La validite´
44 Analyse statistique de la corre´lation des galaxies
de l’approximation (2.50) a e´te´ e´tudie´e dans Padmanabhan and White (2008). Cette e´tude montre
que dans l’approximation ’plan-paralle`le’, la formule (2.50) est tre`s bien ve´rifie´e pour le monopole aux
e´chelles suffisamment e´leve´es, et notamment a` l’e´chelle du pic BAO.
2.3 Multifractalite´ de la distribution des galaxies
2.3.1 Ensembles fractals
Le concept de fractale
L’ide´e d’un univers fractal est tre`s ancien, et de´ja` au 18e`me sie`cle Emmanuel Kant et Johann
Lambert ont imagine´ un univers comme une infinite´ de mondes hie´rarchise´s. Plus tard ce type d’univers
a e´te´ mis en avant pour expliquer le paradoxe d’Olbers, a` savoir que le ciel apparaˆıt noir durant la
nuit, en contradiction avec l’hypothe`se d’un nombre infini d’e´toiles.
La premie`re description mathe´matique des fractales a e´te´ donne´e par Mandelbrot (Mandelbrot
1982), qui a donne´ une nouvelle interpre´tation de ces objets avec le concept d’invariance par change-
ment d’e´chelle. La de´nomination des fractales est un ne´ologisme de Mandelbrot cre´e a` partir du mot
latin fractus signifiant ’brise´’ ou ’irre´gulier’. Une de´finition exacte des fractales est de´licate car elle
pourrait exclure des cas inte´ressants. Voici une tentative de de´finition d’une fractale F extraite de
Falconer (1990), que nous avons traduit de l’anglais :
”1. F posse`de une structure fine, i.e. des de´tails a` des e´chelles arbitrairement petites.
2. F est trop irre´gulie`re pour eˆtre de´crite par la ge´ome´trie habituelle, a` la fois localement et glo-
balement.
3. F posse`de souvent une forme d’invariance par changement d’e´chelle, peut eˆtre de fac¸on ap-
proximative ou statistique.
4. La ’dimension fractale’ de F est souvent plus grande que sa dimension topologique.
5. Dans la plupart des cas inte´ressants, F peut eˆtre de´finie de fac¸on tre`s simple, peut eˆtre
re´cursivement.”
Les fractales peuvent eˆtre soit de´terministes, i.e. construites avec un proce´de´ ite´ratif ou une
re´cursion, soit ale´atoires, i.e. ge´ne´re´es par un processus stochastique. En ge´ne´ral, seules les fractales
construites avec un processus ite´ratif posse`dent de fac¸on rigoureuse une proprie´te´ d’invariance par
changement d’e´chelle. Les fractales ale´atoires sont les plus couramment rencontre´es dans la pratique,
et peuvent de´crire de nombreux objets irre´guliers dans la nature, e.g. les nuages, les montagnes, les
coˆtes ou les fluides turbulents.
Les dimensions fractales
Les dimensions fractales sont des extensions de la notion de dimension habituelle pour de´crire
des objets simples comme des lignes, surfaces ou volumes. Une premie`re dimension fractale est la
dimension de Minkowski calcule´e par ’comptage de boˆıte’ (box-counting dimension). Elle est calcule´e
en remplissant l’espace avec des petits cubes de taille δ → 0 et en comptant le nombre de cubes qui
intersectent l’objet (figure 2.5). Pour une ligne de longueur l, le nombre de cubes intersectant l’objet va
eˆtre approximativement N(δ) ≈ lδ , et pour une surface d’aire A ce nombre va eˆtre approximativement
N(δ) ≈ Aδ2 .
La dimension de Minkowski est donc de´finie pour un ensemble F de la fac¸on suivante :
dimbox(F ) = lim
δ→0
lnN(δ)
ln 1/δ
(2.51)
Si cette limite n’existe pas, on parle de dimension de Minkowski supe´rieure (dimupperbox) et de
dimension de Minkowski infe´rieure (dimlowerbox), comme les limites supe´rieure et infe´rieure.
Une autre dimension importante est la dimension de Hausdorff. Elle est de´finie a` partir de re-
couvrements de F par un ensemble de´nombrable de parties A = ⋃iAi qui ont toutes un diame`tre
infe´rieur a` r. Pour un re´el d on calcule la limite suivante :
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Figure 2.5 – Mesure de la dimension de Minkowski pour une ligne (gauche) et pour une surface
(droite). Le nombre de cubes intersectant l’objet est N(δ) ∝ 1δ pour une ligne et N(δ) ∝ 1δ2 pour une
surface. Figure extraite de Feder (1988).
Hd(F ) = lim
r→0
inf
A
∞∑
i=0
diam(Ai)d (2.52)
La dimension de Hausdorff dH est alors de´finie comme :
Hd(F ) =
{
0 pour d > dH(F )
∞ pour d < dH(F ) (2.53)
On peut montrer que la dimension de Hausdorff est toujours plus petite que la dimension de
Minkowski :
dH(F ) ≤ dimlowerbox ≤ dimupperbox (2.54)
Une autre dimension fractale, qui est bien adapte´e pour de´crire les motifs de points ale´atoires, est
la dimension de corre´lation. En particulier, cette dimension est tre`s utile pour mesurer la fractalite´
de la distribution des galaxies. En notant N(< r) le nombre moyen de voisins a` une distance r d’un
point donne´, l’ensemble de points est dit fractal avec une dimension de corre´lation D2 lorsque :
N(< r) ∝ rD2 (2.55)
Un tel ensemble est localement invariant d’e´chelle, i.e. que le nombre de points varie en loi de
puissance autour de chaque point. Par exemple, si D2 = 1 les points sont localement situe´s sur des
structures filamentaires, et si D2 = 2 les structures sont localement planaires.
Pour de nombreuses fractales, toutes ces dimensions sont e´gales. Pour les objets ge´ome´triques
habituels (lignes, surfaces, volumes), elles sont entie`res. Cependant pour des ensembles purement
fractals, ces dimensions sont non entie`res. La figure 2.6 montre un tel exemple avec la construction
de la courbe de von Koch F . A chaque ite´ration, chaque segment de la courbe est subdivise´ en 4
nouveaux sous-segments. Pour cet ensemble, les dimensions fractales sont toutes e´gales a` ln 3ln 2 . En ce
qui concerne la longueur de la courbe Ek a` l’ite´ration k, elle est e´gale a`
(
4
3
)k
, i.e. que la courbe limite
a une longueur infinie. D’un autre coˆte´, la courbe occupe une surface e´gale a` 0 dans le plan, i.e. que
les notions habituelles de longueur de de surface ne donnent pas une description utile de l’objet.
2.3.2 Ensembles multifractals
Une mesure multifractale µ sur un ensemble A est une ge´ne´ralisation d’une mesure fractale. Elle
est utilise´e lorsqu’un unique exposant (la dimension fractale) n’est pas suffisant pour de´crire la me-
sure. Une multifractale est localement invariante d’e´chelle en tout point. Un ensemble F de points
(x1, . . . ,xN) est multifractal, si la mesure µF naturellement associe´e a` F est multifractale :
µF (A) = |{xi ∈ A}| (2.56)
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Figure 2.6 – Ite´rations successives pour la construction de la courbe de von Koch F . Figure extraite
de Falconer (1990).
Exposant de Ho¨lder
L’exposant de Ho¨lder en un point x0 est de´fini de la fac¸on suivante :
α(x0) = lim
δ→0
lnµ(Bxo(δ))
ln δ
(2.57)
ou` Bx0(δ) est une boule centre´e en x0 et de rayon δ. On a :
µ(Bxo(δ)) ∝ δα(x0) (2.58)
Plus la valeur de α(x0) est grande, plus la mesure est re´gulie`re autour de x0.
Spectre de singularite´
Comme mentionne´ pre´ce´demment, une mesure multifractale n’est pas caracte´rise´e par un unique
exposant. Pour chaque valeur d’exposant α, une quantite´ inte´ressante est la dimension fractale f(α)
de l’ensemble de points ou` la mesure a un exposant de Ho¨lder e´gal a` α :
f(α) = dF ({x0 ∈ A |α(x0) = α}) (2.59)
La fonction f(α) est appele´e ’spectre de singularite´’ de la mesure µ. Le spectre de singularite´ de´crit
la fraction de points avec un exposant α donne´. Donc si on recouvre A avec des boˆıtes de taille δ,
le nombre de boˆıtes contenant un point avec l’exposant α aura un comportement Nα(δ) ∝ δ−f(α)
quand δ → 0. La fonction f(α) est souvent une fonction unimodale avec maxα f(α) = D, ou` D est
la dimension fractale du support de la mesure. Dans le cas particulier d’une mesure monofractale, la
fonction f(α) se re´duit a` un seul point : α = f(α) = D, ou` D est la dimension fractale de la mesure.
Pour calculer le spectre de singularite´, la me´thode de comptage de boˆıte consiste a` calculer la
fonction de partition :
Z(q, δ) =
N(δ)∑
i=0
µqi (δ) (2.60)
ou` N(δ) est le nombre de boˆıtes de taille δ qui intersectent l’ensemble A, et µi(δ) = µ(Bi(δ)). Si
la mesure µ est multifractale, Z suit une loi de puissance quand δ → 0, avec :
Z(q, δ) ∝ δτ(q) (2.61)
ou` la fonction τ(q) est la transforme´e de Legendre du spectre de singularite´ :{
f(α) = qα− τ(q)
α = dτ(q)dq
(2.62)
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Dans le cas d’une monofractale, on a vu que α = f(α) = D, ou` D est la dimension fractale de µ.
La transforme´e de Legendre est alors e´gale a` τ(q) = D(q− 1), i.e. que τ(q) est simplement une droite
de pente e´gale a` la dimension fractale.
Dimensions de Re´nyi
La dimension fractale ge´ne´ralise´e, aussi appele´e dimension de Re´nyi d’ordre q est donne´e par :
Dq =
τ(q)
q − 1 (2.63)
D0 correspond a` la dimension de Hausdorff, D1 est appele´e la dimension d’information, et D2
correspond a` la dimension de corre´lation.
En pratique, a` cause des limites en re´solution et du bruit de mesure, les diffe´rents exposants ne
peuvent eˆtre calcule´s que pour une plage limite´e d’e´chelles. Les dimensions de Re´nyi de´pendent alors
des e´chelles conside´re´es. Pour la distribution des galaxies, on peut montrer que la fonction de partition
peut eˆtre de´finie de fac¸on e´quivalente :
Z(q, r) =
1
N
N∑
i=0
ni(r)
q−1 (2.64)
ou` ni(r) est le nombre de voisins de la galaxies i a` l’inte´rieur d’une sphe`re de rayon r. Les dimensions
de Re´nyi avec une de´pendance d’e´chelle Dq(r) sont alors de´finies comme :
Dq(r) =
1
q − 1τ(q, r) =
1
q − 1
d lnZ(q, r)
d ln r
(2.65)
Les dimensions de Re´nyi peuvent notamment eˆtre utilise´es pour tester l’homoge´ne´ite´ de la distri-
bution des galaxies a` diffe´rentes e´chelles.
2.3.3 Fractalite´ a` petite e´chelle et homoge´ne´ite´ a` grande e´chelle de la dis-
tribution des galaxies
Alors qu’il est clair que le champ de matie`re est inhomoge`ne aux petites e´chelles, l’homoge´ne´ite´
aux grandes e´chelles a e´te´ longtemps de´battue. Cela e´tait duˆ principalement au manque de donne´es
pouvant fournir une re´ponse de´finitive (voir Davis (1997) pour une discussion de´taille´e de cette question
en 1996). C’est une question importante parce que le principe cosmologique, qui est a` la base de la
cosmologie moderne, suppose l’homoge´ne´ite´ de l’univers (au moins aux grandes e´chelles).
En raison de la fractalite´ de l’univers aux petites e´chelles, les premiers releve´s de galaxies re´ve´laient
des structures toujours plus grandes et ne montraient pas de tendance a` l’homoge´ne´isation. Comme
on le montre dans l’e´quation (4.6), la fonction de corre´lation n’est pas une quantite´ bien de´finie pour
une distribution fractale car elle suppose que l’on peut de´finir une densite´ moyenne n¯, ce qui n’est
pas le cas pour un champ fractal. Si l’on essaye quand meˆme d’estimer la ’fonction de corre´lation’
d’un champ fractal, l’espe´rance de l’estimateur a une se´ve`re de´pendance avec le volume conside´re´. En
particulier la longueur de corre´lation r0, de´finie telle que ξ(r0) = 1, de´pend line´airement de la taille
du volume (voir e´quation (4.7)). Cette de´pendance de r0 avec la taille de l’e´chantillon fut observe´e
dans les premiers catalogues de galaxies, supportant l’ide´e d’un univers fractal. Un autre argument en
faveur de la fractalite´ e´tait donne´ par les galaxies plus lumineuses et les amas, observe´s comme e´tant
plus fortement corre´le´s, et formant donc des plus grandes structures.
Bien que tous ces arguments soient valides, ils sont aussi explique´s dans un mode`le cosmologique
standard, avec une homoge´ne´ite´ a` grande e´chelle. Les variations de r0 pour les releve´s de petite
taille sont explique´s par la fractalite´ a` petite e´chelle, et les diffe´rences de corre´lation entre diffe´rentes
populations d’objets sont explique´es par le me´canisme de biais (voir section 2.2.2). En revanche il existe
de solides arguments en faveur d’une homoge´ne´isation a` grand e´chelle qui contredisent un caracte`re
purement fractal de l’univers. Ce phe´nome`ne est souvent appele´ ’fin des grandeurs’ (End of Greatness),
i.e. qu’a` des e´chelles suffisamment grandes on ne peut plus observer de structures cohe´rentes.
Pre´sentons brie`vement les nombreuses observations en faveur de cette vision standard de l’ho-
moge´ne´isation a` grande e´chelle. Le premier type d’observations est fourni par les observations bidimen-
sionnelles sur le ciel : comptage d’e´ve´nements en rayons X, de sources radio, de sursauts gamma, CMB.
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Figure 2.7 – Les dimensions de Re´nyiDq(r) en fonction de q pour les e´chelles r = 60h
−1Mpc (gauche)
et r = 70h−1Mpc (droite). La figure montre les re´sultats sur l’e´chantillon LRG SDSS DR6 (points
rouges), sur des catalogues ale´atoires sans corre´lation (ligne solide verte), sur des simulations N -corps
de matie`re noire (tirets bleus) et sur un catalogue de galaxies de la simulation Millennium (pointille´s
roses). Les barres d’erreur a` 1σ de l’e´chantillon sont estime´es a` partir de 5 re´alisations N -corps. Figure
extraite de Sarkar et al. (2009).
Ces observations pre´sentent toutes un degre´ d’isotropie remarquable. Si l’on suppose que notre position
dans l’univers n’est pas spe´ciale (principe de Copernic), alors l’isotropie implique l’homoge´ne´ite´.
Le second type d’observations est fourni par les observations tri-dimensionnelles. Un premier type
de donne´es 3D vient de la raie d’absorption de la foreˆt Lyman-α dans le spectre de quasars lointains,
due a` la pre´sence de nuages d’hydroge`ne neutre sur la ligne de vise´e. On observe que ces nuages sont
omnipre´sents et presque uniforme´ment distribue´s dans l’univers.
Un autre type de donne´es 3D provient les releve´s de galaxies les plus re´cents comme le 2dFGRS,
le SDSS ou WiggleZ. Hogg et al. (2005) e´tudie le nombre moyen 〈N(r)〉 de Luminous Red Galaxies
(LRG) du SDSS, sur une plage de redshift 0.2 < z < 0.35, dans des sphe`res de rayon r centre´es sur
les LRG elles-meˆmes. L’e´tude montre que ce nombre 〈N(r)〉 ∝ r3 pour les e´chelles r > 70h−1Mpc, ce
qui n’est pas compatible avec un mode`le purement fractale ou` l’on aurait 〈N(r)〉 ∝ rD, avec D < 3 la
dimension fractale.
Certains travaux ont applique´ une autre approche base´e sur le formalisme multifractal. La me´thode
consiste a` e´tudier les dimensions de Re´nyi Dq(r) pour diffe´rentes e´chelles r (voir e´quation (2.65)). Si
l’on trouve que ces exposants sont presque constants et e´gaux a` la dimension euclidienne, cela veut
dire que la distribution des galaxies est homoge`ne a` l’e´chelle conside´re´e.
Dans Yadav et al. (2005), les exposants Dq(r) sont calcule´s sur des coupes 2D du SDSS DR1,
ainsi que pour des simulations ΛCDM avec diffe´rents choix de biais mass-luminosite´. Entre les e´chelles
60 − 70h−1Mpc et 150h−1Mpc, les exposants Dq(r) varient entre 1.7 et 2.2, i.e. sont proches de la
dimension de l’espace 2D. Sarkar et al. (2009) fait la meˆme analyse sur un e´chantillon LRG du releve´
SDSS DR6, cette fois en utilisant le volume 3D pour re´duire l’incertitude. Les re´sultats a` deux e´chelles
diffe´rentes r = 60h−1Mpc et r = 70h−1Mpc sont montre´s sur la figure 2.7. A l’e´chelle r = 70h−1Mpc,
les dimensions de Re´nyi sont presque constantes et proches de la valeur D = 3, ce qui est compatible
avec une distribution ale´atoire sans corre´lation.
Scrimgeour et al. (2012) combine les deux approches (comptage de voisins dans des sphe`res N(r) et
mesure de la dimension de corre´lation D2(r)) avec le releve´ plus re´cent WiggleZ (0.1 < z < 0.9). Cette
e´tude montre que les diffe´rentes mesures sont en accord excellent avec un mode`le ΛCDM+WMAP, et
que l’e´chelle d’homoge´ne´ite´ du champ de matie`re se situe entre 72h−1 Mpc et 85h−1 Mpc selon le red-
shift (voir figure 2.8). L’e´tude montre aussi que ces re´sultats sont incompatibles avec des distributions
purement fractales de dimension D = 2.7 a` D = 2.95.
Il faut noter que tous ces re´sultats ne sont pas totalement inde´pendants de l’hypothe`se d’ho-
moge´ne´ite´, car les catalogues 3D de galaxies sont construits a` partir des catalogues en redshift, en
supposant une me´trique de Robertson-Walker. Cette complication est pre´sente pour n’importe quelle
mesure d’homoge´ne´ite´ car les observations sont ne´cessairement situe´es dans des coˆnes de lumie`re,
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Figure 2.8 – La dimension de corre´lation D2(r) mesure´e dans quatre re´gions de redshift pour le
catalogue WiggleZ avec les barres d’erreur (noir) et pour un mode`le ΛCDM+WMAP avec un biais
b2 ajuste´ aux donne´es (bleu). Interpolation polynomiale du 5e`me degre´ de la courbe D2(r) obtenue
sur les donne´es (rouge). L’e´chelle d’homoge´ne´ite´ RH est de´finie comme l’e´chelle ou` D2(r) = 2.97 (i.e.
homoge´ne´ite´ a` 1%), a` la fois pour l’interpolation polynomiale et pour le mode`le ΛCDM. L’intervalle
de confiance pour RH est calcule´ a` partir de re´alisations ΛCDM log-normales. Figure extraite de
Scrimgeour et al. (2012).
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et non dans des coupes spatiales de l’univers. Maartens (2011) montre qu’il est donc impossible de
faire une mesure d’homoge´ne´ite´, sans faire des hypothe`ses comme une me´trique de Robertson-Walker
ou le principe cosmologique. Cependant, il serait tre`s improbable que les observations soient en si
bon accord avec un mode`le ΛCDM si la distribution de matie`re e´tait en re´alite´ inhomoge`ne et que
l’hypothe`se d’une me´trique de Robertson-Walker e´tait fausse.
Pour re´capituler, la vision largement accepte´e aujourd’hui est que l’univers a un comportement
fractale aux petites e´chelles, tout en e´tant homoge`ne aux grandes e´chelles.
Chapitre 3
Catalogues de galaxies et
simulations
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3.1 Releve´s de galaxies
Les releve´s de galaxies constituent un des principaux outils de la cosmologie observationnelle.
Le principe de base de ces releve´s est d’obtenir des informations observationnelles sur les galaxies
occupant une certaine re´gion du ciel. Le crite`re de se´lection des galaxies est habituellement donne´ par
la magnitude apparente dans une bande donne´e, mais il peut y avoir des crite`res de se´lection plus
complexes. Le but des releve´s de galaxies est de fournir un e´chantillon d’une population de galaxies
afin d’e´tudier ses proprie´te´s statistiques. Ils fournissent des informations a` la fois sur les processus de
formation et d’e´volution des galaxies, et sur les proprie´te´s de la distribution spatiale des galaxies.
Les premiers releve´s de galaxies tels que les releve´s du Lick Observatory ou du Palomar observatory
fournissaient simplement la position angulaire des galaxies. C’est au cours des anne´es 1980 que sont
apparus les premiers releve´s de galaxies spectroscopiques. L’utilisation de la spectroscopie permet
d’obtenir une mesure pre´cise du redshift des galaxies, qui peuvent ensuite eˆtre utilise´s pour calculer
les distances radiales pour un choix donne´ de cosmologie fiducielle. Le premier releve´ spectroscopique
a e´te´ produit au Center for Astrophysics (CfA, Huchra et al. (1983)) et de nombreux autres ont suivi,
comme le Southern Sky Redshift Survey (SSRS, da Costa et al. (1991)), le Las Campanas Redshift
Survey (LCRS, Shectman et al. (1996)) ou le Point Source Catalogue Survey (PSCz, Saunders et al.
(2000)).
Des releve´s de galaxies plus re´cents ont continue´ a` cartographier la distribution des galaxies dans
des volumes toujours plus grands. Le 2 degree Field Galaxy Redshift Survey (2dFGRS) a permis
d’obtenir le redshift de ≈ 250, 000 galaxies sur ≈ 1, 500 degre´s carre´s jusqu’a` redshift z = 0.3. Le Sloan
Digital Sky Survey (SDSS) a permis d’obtenir le redshift de presque 1 million de galaxies sur une
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surface de ≈ 8, 000 degre´s carre´s jusqu’a` un redshift z = 0.5. Ces deux releve´s ont permis la premie`re
de´tection des Oscillations Baryoniques Acoustiques dans la distribution des galaxies, respectivement
dans Eisenstein et al. (2005) et Cole et al. (2005) (voir section 5.1.2). Sur la figure 3.1 on montre deux
coupes extraites respectivement du 2dFGRS et du SDSS, compare´es a` une coupe du releve´ CfA2. On
peut voir la grande e´volution des releve´s de galaxies sur une e´chelle de temps d’environ vingt ans.
G. 6 The top diagram shows two slices of width and depth from the 2dF galaxy redshift survey, from Peacock et a
e circular diagram at the bottom has a radius corresponding to redshift and shows 24,915 galaxies from the SDSS sur
Figure 3.1 – Coupes de diffe´rents releve´s de galaxies : le CfA2 (droite), le 2dFGRS (haut) et le SDSS
(bas). La figure donne une ide´e de la profondeur des diffe´rents releve´s. On peut voir les caracte´ristiques
ge´ne´rales de la distribution de galaxies qui forme une toile cosmique. Figure extraite de Jones et al.
(2004).
Parmi les releve´s de galaxies re´cents, on peut citer deux autres releve´s de galaxies qui se distinguent
par des redshifts diffe´rents. Le 6dFGRS a permis d’obtenir le spectre d’environ 100,000 galaxies sur
une grande surface de 17,000 degre´s carre´s, mais a` faible redshift z < 0.2. D’un autre coˆte´ le releve´
WiggleZ a obtenu le spectre de 200,000 galaxies sur une surface d’environ 1,000 degre´s carre´s mais
a` plus haut redshift z < 1. Il est inte´ressant de pouvoir e´tudier des releve´s de galaxies a` diffe´rents
redshifts, notamment pour l’e´tude des oscillations baryoniques acoustiques. En effet ceux-ci permettent
de contraindre l’e´chelle de dilatation DV (z) (voir figure 3.2 et section 2.2.5) a` diffe´rents redshifts, ce
qui est tre`s important pour pouvoir e´tudier l’e´nergie noire (et notamment une possible e´volution de
son e´quation d’e´tat).
Enfin dans les releve´s de galaxies en cours, on peut citer le releve´ de galaxies BOSS qui s’inte`gre
au projet SDSS-III, faisant suite au SDSS-II. Il devrait cartographier 1,5 million de galaxies sur une
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Figure 3.2 – Mesures actuelles de l’e´chelle de dilatation DV (z) en utilisant la proprie´te´ d’e´talon
standard des BAOs avec les releve´s 6dFGRS, SDSS et WiggleZ. Les re´sultats sont compare´s a` un
mode`le cosmologique ΛCDM plat avec Ωm = 0.29 et un parame`tre de Hubble h = 0.69. Figure
extraite de Blake et al. (2011b).
surface de 10,000 degre´s carre´s jusqu’a` redshift z = 0.7. La premie`re publication de donne´es DR9, a eu
lieu en aouˆt 2012, et a fourni le spectre de 540,000 nouvelles galaxies a` redshift me´dian z = 0.52 par
rapport au SDSS-II. Les observations vont continuer jusqu’en 2014 et devraient fournir des contraintes
de 1.5% a` 1.7% sur la mesure de DA(z = 0.6) et H(z = 0.6) respectivement.
3.2 Les catalogues SDSS-II e´tudie´s
Les observations du releve´ SDSS-I ont e´te´ faites entre 2000 a` 2005, et se sont prolonge´es avec
les observations du SDSS-II jusqu’en 2008. Elles utilisent un te´lescope de 2.5 me`tres de diame`tre au
Apache Point Observatory (APO) au Nouveau-Me´xique (Etats-Unis), e´quipe´ d’un came´ra et de deux
spectrographes, spe´cialement conc¸us pour cette application. Le projet SDSS consiste en de nombreux
releve´s comple´mentaires, mais on va simplement de´tailler le releve´ connu sous le nom de Legacy. Les
donne´es finales de ce releve´ ont e´te´ publie´es dans la Data Release 7 (DR7, Abazajian et al. (2009)).
Le releve´ global comprend des observations photome´triques dans 5 bandes optiques (u, g, r, i et
z), ainsi que des observations spectroscopiques qui utilisent les observations photome´triques pour la
se´lection des galaxies cibles. La surface total du releve´ est de 8000 degre´s carre´s, dont la majeure partie
correspond a` une large zone contigue¨ dans l’he´misphe`re galactique nord, et le reste correspond a` trois
bandes dans l’he´misphe`re sud. Le releve´ est compose´ de deux catalogues de galaxies, le catalogue
’Main’ et le catalogue de Luminous Red Galaxies.
Le catalogue de galaxies ’Main’ est un e´chantillon magnitude-limited (i.e. avec une se´lection des
galaxies base´e sur une coupe en magnitude apparente), avec un crite`re de se´lection sur la bande de
magnitude r, r < 17.77 (Strauss et al. 2002). Cet e´chantillon s’e´tend jusqu’a` redshift z ≈ 0.3 avec un
redshift me´dian zm ≈ 0.1 et fournit un spectre fiable pour ≈ 560,000 galaxies.
Un second catalogue est constitue´ de Luminous Red Galaxies (LRG), qui sont se´lectionne´s avec
un ensemble de coupes en magnitude et en couleur (Eisenstein et al. 2001). Les galaxies se´lectionne´es
avec cet algorithme sont situe´es principalement aux centres de halos de matie`re noire massifs, sous
l’hypothe`se d’un mode`le HOD (Zheng et al. 2009), et sont fortement biaise´s par rapport au champ
de matie`re (voir section 2.2.2). L’e´chantillon est approximativement volume-limited (i.e. de densite´
constante) jusqu’a` redshift z ≈ 0.36 et s’e´tend de fac¸on magnitude-limited jusqu’a` redshift z ≈ 0.47.
L’e´chantillon contient au total ≈ 100,000 galaxies (en incluant les galaxies a` faible redshift qui sont
aussi pre´sentes dans le ’Main’), et il est particulie`rement bien adapte´ a` l’e´tude de la fonction de
54 Catalogues de galaxies et simulations
corre´lation graˆce au large volume couvert (plus de 1h−1Gpc3).
Donnons maintenant plus pre´cise´ment les caracte´ristiques des diffe´rents catalogues que l’on va
utiliser dans cette the`se.
3.2.1 Les catalogues Main VL et LRG VL
On de´taille dans cette section les caracte´ristiques des e´chantillons SDSS volume-limited que l’on
va utiliser dans le chapitre 4.
Construction des catalogues Main VL et LRG VL
Pour construire un catalogue volume-limited a` partir de l’e´chantillon ’Main’ global, on s’est servi du
catalogue accessible sur la page du programme Mangle 1 (Hamilton and Tegmark 2004). Ce catalogue
est base´ sur le New York University Value-Added Galaxy Catalog (Blanton et al. 2005). Il fournit
les magnitudes absolues Mr dans la bande r pour toutes les galaxies, sur lesquelles ont de´ja` e´te´
applique´es les K-corrections 2 et les corrections d’e´volution 3 a` redshift z = 0.1 suivant Blanton et al.
(2003). Les distances comobiles et les magnitudes absolues e´tant calcule´es dans la cosmologie fiducielle
du programme Mangle, on les a converties dans la cosmologie fiducielle que l’on a choisi pour l’e´tude de
ces catalogues volume-limited, a` savoir une cosmologie ΛCDM plate avec Ωm = 0.27 (i.e. ΩΛ = 0.73).
On a aussi construit un e´chantillon volume-limited de galaxies LRG, directement a` partir des
donne´es du SDSS DR7 accessibles en ligne 4. On a calcule´ les magnitudes absolues Mg dans la bande
g, K-corrige´es en suivant la me´thode de´crite dans Eisenstein et al. (2001).
Dans chaque cas, on obtient des e´chantillons volume-limited en proce´dant a` une coupe en magni-
tudes absolue, puis en proce´dant a` des coupes en redshift de sorte que la densite´ des e´chantillons reste
approximativement constante.
Enfin on restreint les e´chantillons a` une re´gion du ciel qui est presque comple`te en dehors de
quelques zones qui sont masque´es par des e´toiles brillantes. Pour cela on coupe les e´chantillons dans
le syste`me de coordonne´es du releve´ (η, λ) avec les limites −31.25˚ < η < 28.75˚ et −54.8˚ < λ <
51.8˚, correspondant a` une grande part de la partie contigue¨ de l’he´misphe`re nord. A cause de ce choix,
on perd de l’information pour estimer la fonction de corre´lation (i.e. que les barres d’erreur deviennent
un peu plus grandes), mais des simulations de ces e´chantillons deviennent bien plus simples a` ge´ne´rer.
On montre la couverture angulaire de ces catalogues sur la figure 3.3. Celle-ci est entie`rement incluse
dans l’he´misphe`re galactique nord (la ligne bleue repre´sente le plan galactique).
L’e´chantillon volume-limited Main VL que l’on a construit avec cette proce´dure est similaire a`
l’e´chantillon correspondant a`Mr < −21 dans Zehavi et al. (2005), et l’e´chantillon LRG VL est similaire
a` celui utilise´ dans Mart´ınez et al. (2009). On donne dans la table 3.1 les limites en magnitude et
en redshift utilise´es pour construire les deux e´chantillons. On donne aussi pour chaque e´chantillon le
nombre total de galaxies Ng, le volume V et la densite´ moyenne n¯ (ces deux dernie`res quantite´s e´tant
calcule´es pour notre cosmologie fiducielle ΛCDM plate avec Ωm = 0.27).
Fonction de corre´lation du Main VL et du LRG VL
On montre ici les fonction de corre´lation estime´es sur les e´chantillons Main VL et LRG VL. On
utilise l’estimateur de Landy-Szalay (voir section 2.2.4) et des catalogues de Poisson ale´atoires de
100,000 points qui suivent pre´cise´ment la couverture angulaire des catalogues, i.e. qui prennent en
compte les quelques zones masque´es par des e´toiles brillantes. Pour ge´ne´rer ces catalogues ale´atoires,
on a ge´ne´re´ des catalogues suivant la couverture angulaire globale du SDSS DR7 avec le programme
Mangle, auxquels on a applique´ les meˆmes coupes angulaires que nos catalogues−31.25˚ < η < 28.75˚
et −54.8˚ < λ < 51.8˚.
1. http://space.mit.edu/~molly/mangle/
2. LaK-correction ’corrige’ le fait que les diffe´rentes sources sont observe´es a` des redshifts diffe´rents. Plus pre´cise´ment,
elle convertit les spectres du re´fe´rentiel d’observation vers le re´fe´rentiel d’e´mission (voir Hogg et al. (2002)).
3. Les corrections d’e´volution permettent de prendre en compte l’e´volution temporelle des galaxies (et donc de leur
spectre), afin de convertir les spectres de l’e´poque correspondant au redshift observe´ a` une e´poque commune pour toutes
les galaxies.
4. http://cas.sdss.org/astrodr7/en/
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Figure 3.3 – Couverture angulaire des catalogues Main VL et LRG VL en projection d’Aitoff. La ligne
bleue repre´sente le plan galactique qui se´pare l’he´misphe`re galactique nord de l’he´misphe`re galactique
sud.
Table 3.1 –
Limites de Limites de Surface Ng V n¯
magnitude redshift (deg2) (h−1Gpc)3 (h−1 Mpc)−3
Main VL Mr < −21 0.059 < z < 0.168 4,809 67,189 61.2× 10−3 1.098× 10−3
LRG VL −23.544 < Mg < −21.644 0.14 < z < 0.42 4,809 34,347 0.79 4.345× 10−5
NOTES.—Caracte´ristiques des e´chantillons SDSS volume-limited, Main VL et LRG VL. Le volume
ainsi que la densite´ moyenne sont donne´es pour le choix d’une cosmologie fiducielle ΛCDM plate avec
Ωm = 0.27.
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Sur la figure 3.4 on montre les fonctions de corre´lation estime´es du Main VL et du LRG VL. Dans
chaque cas, on obtient les barres d’erreur a` partir de 2,000 simulations log-normales ΛCDM avec les
parame`tres Ωm = 0.27, h = 0.7, Ωbh
2 = 2.205−2, ns = 1, σ8 = 0.8 et respectivement b = 1.65 pour le
Main VL et b = 2.5 pour le LRG VL (ces simulations sont pre´sente´es plus en de´tails dans le chapitre
4).
On peut faire plusieurs remarques par rapport a` la figure 3.4. D’une part, la fonction de corre´lation
du Main VL a une amplitude plus faible que celle du LRG VL, comme on peut le voir clairement aux
petites e´chelles. Ceci confirme notamment que le biais masse-luminosite´ augmente avec la luminosite´
des galaxies (voir section 2.2.2). D’autre part, l’estimation de la fonction de corre´lation est plus bruite´e
dans le cas du Main VL que dans le cas du LRG VL (i.e. les barres d’erreur sont plus grandes). Or
comme on vient de le dire, la corre´lation est plus importante dans le cas du LRG VL, ce qui devrait
causer une plus grande incertitude sur l’estimation de la fonction de corre´lation pour un meˆme volume.
Cela veut donc dire que le plus grand volume de l’e´chantillon LRG VL compense cet effet.
On peut aussi voir que les fonctions de corre´lation estime´es tendent vers 0 aux grandes e´chelles,
ce qui est compatible avec une homoge´ne´isation a` grande e´chelle.
Quant au pic BAO, il est difficilement visible pour le Main VL, notamment a` cause de la taille des
barres d’erreur. Le pic BAO est plus visible pour le LRG VL, mais il semble trop large par rapport a`
ce qui est attendu. Ceci est e´galement observe´ dans Mart´ınez et al. (2009). On verra dans la section
3.2.2 que cet effet se retrouve sur l’e´chantillon SDSS DR7-Full, mais qu’il ne semble pas eˆtre duˆ a` des
effets syste´matiques dans l’estimation.
Figure 3.4 – Fonctions de corre´lation estime´es du catalogue Main VL (bleu) et du LRG VL (rouge)
pour une cosmologie fiducielle ΛCDM plate avec Ωm = 0.27. Les barres d’erreur sont estime´es a` partir
de 2,000 simulations log-normales ΛCDM avec les parame`tres Ωm = 0.27, h = 0.7, Ωbh
2 = 2.205−2,
ns = 1, σ8 = 0.8 et respectivement b = 1.65 pour le Main VL et b = 2.5 pour le LRG VL (ces
simulations sont pre´sente´es plus en de´tails dans le chapitre 4).
3.2.2 Le catalogue DR7-Full
Dans cette section on de´taille les caracte´ristiques de l’e´chantillon SDSS DR7-Full, que l’on va
utiliser dans les chapitres 5 et 6.
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Construction du catalogue DR7-Full
Le catalogue SDSS DR7-Full que l’on utilise provient de l’e´tude Kazin et al. (2010) et est disponible
en ligne 5. Il est constitue´ d’une grande partie des galaxies LRG du releve´ SDSS DR7. En plus de la
se´lection initiale des LRG provenant de Eisenstein et al. (2001), il y a simplement une contrainte
sur la comple´tude des secteurs 6 inclus (les secteurs doivent avoir une comple´tude de plus de 60%)
ainsi qu’un crite`re sur la magnitude absolue Mg dans la bande g. Le catalogue obtenu est quasiment
volume-limited jusqu’a` redshift z ≈ 0.36 et s’e´tend de fac¸on magnitude-limited jusqu’a` z ≈ 0.47. Pour
cet e´chantillon, on utilise la meˆme cosmologie fiducielle que Kazin et al. (2010), a` savoir une cosmologie
ΛCDM plate avec Ωm = 0.25 (i.e. ΩΛ = 0.75).
Sur la figure 3.5 on montre la densite´ moyenne estime´e n¯(z) du catalogue en fonction du redshift
pour notre choix de cosmologie fiducielle. L’e´chantillon est principalement contigue¨, avec seulement
9.8% en dehors de la partie principale dans l’he´misphe`re galactique nord. Le nombre de LRG est e´gal
a` 96,763 dans l’he´misphe`re nord et 9,068 dans l’he´misphe`re sud. On montre la couverture angulaire du
catalogue sur la figure 3.6, ou` l’on voit la partie contigue¨ de l’he´misphe`re nord ainsi que les quelques
bandes dans l’he´misphe`re sud (la ligne bleue repre´sente le plan galactique).
Figure 3.5 – Densite´ moyenne estime´e n¯(z) du catalogue DR7-Full en fonction du redshift pour le
choix d’une cosmologie fiducielle ΛCDM plate avec Ωm = 0.25.
On donne les caracte´ristiques de l’e´chantillon dans la table 3.2.
Fonction de corre´lation du DR7-Full
Pour estimer la fonction de corre´lation du catalogue SDSS DR7-Full on utilise l’estimateur de
Landy-Szalay (voir section 2.2.4) et le meˆme catalogue ale´atoire de Poisson que dans Kazin et al.
(2010), qui est aussi disponible en ligne 7. Ce catalogue comprend ≈ 1.66 million de points, i.e. ≈ 16
fois le nombre de galaxies dans le catalogue de donne´es.
Dans le cas du catalogue DR7-Full ou` la densite´ moyenne n¯(z) de´pend du redshift, on a vu dans la
section 2.2.4 que l’on pouvait choisir une fonction de poids optimale wi qui de´pend du redshift zi de
5. http://cosmo.nyu.edu/~eak306/SDSS-LRG.html
6. Un secteur est de´fini comme une entite´ e´le´mentaire sur la couverture angulaire du releve´, i.e. comme l’intersection
de plusieurs feneˆtres d’observation e´le´mentaires du te´lescope.
7. http://cosmo.nyu.edu/~eak306/SDSS-LRG.html
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Figure 3.6 – Couverture angulaire du catalogue DR7-Full en projection d’Aitoff. La ligne bleue
repre´sente le plan galactique qui se´pare l’he´misphe`re galactique nord de l’he´misphe`re galactique sud.
Table 3.2 –
Limites de Limites de Surface Ng V n¯
magnitude redshift (deg2) (h−1Gpc)3 (h−1 Mpc)−3
DR7-Full −23.2 < Mg < −21.2 0.16 < z < 0.47 6,918 105,831 1.58 6.70× 10−5
NOTES.—Caracte´ristiques de l’e´chantillon SDSS DR7-Full de Kazin et al. (2010). Le volume ainsi
que la densite´ moyenne sont donne´es pour le choix d’une cosmologie fiducielle ΛCDM plate avec
Ωm = 0.25.
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la galaxie i. Ici on a fait le choix de ne pas appliquer ces poids optimaux pour les raisons suivantes :
l’effet de ces poids reste faible dans l’estimation de la fonction de corre´lation et l’introduction de
ces poids rendrait bien plus complexe l’estimation de la fonction de corre´lation dans les simulations
log-normales que l’on va utiliser dans les chapitres 5 et 6.
On doit toutefois tenir compte du proble`me des collisions de fibres 8 (fiber collisions), qui intervient
dans le releve´ SDSS. Pour cela on utilise les meˆmes poids que dans Kazin et al. (2010), i.e. qu’on
augmente le poids des galaxies ayant un voisinage avec des galaxies non spectrographie´es a` cause des
collisions de fibres. Concernant l’incomple´tude angulaire du catalogue ainsi que les variations de n¯(z),
elles sont prises en compte dans le catalogue ale´atoire, si bien que les densite´s moyennes du catalogue
de donne´es et du catalogue ale´atoires sont proportionnelles (ce qui est requis pour une estimation
correcte de la fonction de corre´lation, voir section 2.2.4).
Sur la figure 3.7 on montre la fonction de corre´lation estime´e du catalogue DR7-Full. Les barres
d’erreur sont obtenues a` partir de 2,000 simulations log-normales avec les parame`tres Ωm = 0.25,
h = 0.72, Ωbh
2 = 2.27× 10−2, ns = 0.966, σ8 = 0.81 et b = 2.5 (ces simulations sont pre´sente´es plus
en de´tails dans le chapitre 5). Comme pour le catalogue LRG VL, on remarque que le pic BAO est
plus large que ce qui est attendu. Toutefois Kazin et al. (2010) conclut que cet effet n’est pas duˆ a` des
syste´matiques, mais seulement a` la variance d’e´chantillon. Notons que les releve´s ulte´rieurs, WiggleZ
(Blake et al. 2011a), 6dF (Beutler et al. 2011) ainsi que BOSS (Sa´nchez et al. 2012) n’ont pas confirme´
cette caracte´ristique.
Notons aussi que la technique de reconstruction des BAOs (BAO reconstruction, Eisenstein et al.
(2007a)) utilise´e dans Padmanabhan et al. (2012) aboutit a` un re´tre´cissement du pic BAO sur ce meˆme
catalogue. Cependant, sans appliquer cette technique et sans introduire des parame`tres de nuisance
pour la forme globale de la fonction de corre´lation sur lesquels on peut marginaliser (e.g. des fonctions
spline dans Percival et al. (2010) ou des inverses de polynoˆme dans Xu et al. (2012)), la largeur du
pic BAO induit un faible niveau de de´tection, ainsi qu’un de´placement vers des valeurs α < 1 (voir
chapitre 6).
8. Ce proble`me vient du fait que le spectrographe ne peut acque´rir en meˆme temps le spectre de 2 objets qui sont
se´pare´s d’un angle infe´rieur a` 55”, duˆ a` la largeur des fibres du spectrographe.
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Figure 3.7 – Fonction de corre´lation estime´e du catalogue DR7-Full pour une cosmologie fiducielle
ΛCDM plate avec Ωm = 0.25. Les barres d’erreur sont obtenues a` partir de 2,000 simulations log-
normales ΛCDM avec les parame`tres Ωm = 0.25, h = 0.72, Ωbh
2 = 2.27× 10−2, ns = 0.966, σ8 = 0.81
et b = 2.5 (ces simulations sont pre´sente´es plus en de´tails dans le chapitre 5). Le pic BAO est un peu
plus large que ce qui est attendu, ce qui est explique´ par la variance d’e´chantillon dans Kazin et al.
(2010).
3.3 Les catalogues SDSS-III
3.3.1 Le catalogue BOSS DR9 CMASS
Le projet SDSS-II est suivi du projet SDSS-III, incluant notamment le releve´ de galaxies BOSS.
Celui-ci e´tend les releve´s du SDSS-II a` des plus hauts redshifts, et se base sur des ame´liorations de la
came´ra ainsi que du spectrographe. On de´crit ici les re´sultats obtenus avec l’e´chantillon DR9 CMASS
dans les e´tudes Anderson et al. (2012) et Sa´nchez et al. (2012) auxquelles on a participe´.
Construction du catalogue BOSS DR9 CMASS
L’e´chantillon CMASS est un des deux e´chantillons du releve´ BOSS, qui ont chacun des crite`res de
se´lection spe´cifiques pour les galaxies cibles (Eisenstein et al. 2011). Il est domine´ par des ’galaxies
pre´coces’ (early type galaxies), bien qu’il contienne une fraction significative de galaxies spirales mas-
sives (≈ 26%, Masters et al. (2011)). La plupart des galaxies de cet e´chantillon sont situe´s au centre
de halos de matie`re noire avec ≈ 10% qui sont des galaxies satellites (White et al. 2011).
Anderson et al. (2012) pre´sente une description de´taille´e de la construction d’un catalogue base´ sur
cet e´chantillon, ainsi que du calcul de la comple´tude dans chaque secteur angulaire, pour l’e´tude de la
fonction de corre´lation. Le catalogue inclut seulement les secteurs avec une comple´tude plus grande
que 75%. De plus il est restreint a` des limites en redshift 0.43 < z < 0.7, ce qui donne un catalogue
final compose´ de ≈ 262,000 galaxies avec ≈ 206,000 galaxies dans l’he´misphe`re galactique nord et ≈
56,000 galaxies dans l’he´misphe`re galactique sud.
Sur la figure 3.8 on montre la densite´ moyenne estime´e n¯(z) du catalogue en fonction du redshift
pour une cosmologie fiducielle ΛCDM plate avec Ωm = 0.274, avec une comparaison avec l’e´chantillon
SDSS DR7-Full. On peut voir que le releve´ BOSS sonde une plage de redshifts plus e´leve´s, qui est
quasiment distincte du SDSS-II. On montre la couverture angulaire du catalogue en coordonne´es
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galactiques sur la figure 3.9, avec l’he´misphe`re nord (gauche) et l’he´misphe`re sud (droite), ainsi que
les couleurs associe´es a` la comple´tude des diffe´rents secteurs.
Figure 3.8 – Densite´ moyenne estime´e n¯(z) du catalogue DR9 CMASS (bleu) qui s’e´tend entre les
redshifts 0.43 < z < 0.7, pour une cosmologie fiducielle ΛCDM plate avec Ωm = 0.274. On montre en
comparaison la densite´ du catalogue DR7-Full (rouge) qui s’e´tend entre les redshifts 0.16 < z < 0.47.
Figure extraite de Anderson et al. (2012).
Fonction de corre´lation du BOSS DR9 CMASS
La fonction de corre´lation est calcule´e avec l’estimateur de Landy-Szalay en utilisant 70 fois plus
de points dans le catalogue ale´atoire que dans le catalogue de donne´es, et des poids presque optimaux
(voir section 2.2.4) :
wi =
1
1 + n¯(zi)P0
(3.1)
avec une valeur P0 inde´pendante de l’e´chelle P0 = 2 × 104h−3Mpc3. L’effet des collisions de fibres
est pris en compte de fac¸on similaire a` la proce´dure de´crite pour l’e´chantillon DR7-Full. Le volume
effectif de l’e´chantillon peut eˆtre estime´ de la fac¸on suivante :
Veff =
∫
V
(
n¯(r)P0
1 + n¯(r)P0
)2
d3r (3.2)
Le concept de volume effectif a e´te´ introduit a` partir de l’e´tude Feldman et al. (1994). De la meˆme
manie`re que Hamilton (1993) a calcule´ les poids optimaux a` affecter aux galaxies pour estimer la
fonction de corre´lation, Feldman et al. (1994) a calcule´ les poids optimaux a` affecter aux galaxies
pour estimer le spectre de puissance sous l’approximation d’un champ de galaxies Gaussien. Il est
inte´ressant de noter que ces deux e´tudes aboutissent a` la meˆme formule de poids optimaux. De plus
Feldman et al. (1994) montre que la variance de l’estimateur du spectre de puissance varie comme
1/Veff, d’ou` l’appellation de volume effectif.
On peut noter que le volume effectif est toujours plus petit que le vrai volume, et pour des valeurs
de n¯(r)P0 assez grandes, le volume effectif co¨ıncide avec le vrai volume. Le volume effectif donne une
bonne ide´e du contenu statistique du catalogue. On obtient pour l’e´chantillon CMASS DR9 un volume
effectif e´gal a` Veff = 2.2Gpc
3.
On obtient la fonction de corre´lation estime´e montre´e sur la figure 3.10. Les barres d’erreur sont
obtenues a` partir deN = 600 simulations ge´ne´re´es avec une me´thode similaire a` PTHalos (Scoccimarro
and Sheth 2002). Ces simulations ont la meˆme fonction de se´lection que le catalogue de donne´es et les
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Figure 3.9 – La couverture angulaire du catalogue DR9 CMASS en coordonne´es galactiques, avec
l’he´misphe`re nord (a` gauche) et l’he´misphe`re sud (a` droite). Les diffe´rents secteurs sont colore´s en
fonction de leur comple´tude. La zone colore´e en gris montre la couverture angulaire attendue a` la fin
du releve´ BOSS, correspondant a` 10,269 deg2. Figure extraite de Sa´nchez et al. (2012).
parame`tres cosmologiques Ωm = 0.274, h = 0.7, Ωbh
2 = 0.0224, ns = 0.95 et σ8 = 0.8 (voir Manera
et al. (2012) pour plus de de´tails sur ces simulations).
Le pic BAO est tre`s clairement visible sur la figure 3.10, ou` l’on n’observe pas la meˆme tendance
d’e´largissement du pic que pour le SDSS-II. L’e´tude Anderson et al. (2012) obtient une de´tection des
BAOs avec une significativite´ de plus de 5σ en utilisant la me´thode classique du χ2. On verra toutefois
dans le chapitre 5 que la significativite´ donne´e par cette me´thode n’est pas rigoureuse.
3.4 Simulations
3.4.1 Simulations de segments de Cox
Un processus de segments de Cox est un processus ponctuel qui a l’avantage d’avoir une forme
analytique pour la fonction de corre´lation, et qui est e´galement facile a` ge´ne´rer. C’est un cas particulier
de processus de Cox (voir section 2.2.1), i.e. un processus stochastique en deux e´tapes. La premie`re
e´tape est la ge´ne´ration d’un champ ale´atoire continu et la deuxie`me e´tape est un e´chantillonnage de
Poisson de ce champ continu.
Dans le cas particulier du processus de segments de Cox, le champ continu est constitue´ de segments
de taille l qui sont ge´ne´re´s ale´atoirement dans le volume. Plus pre´cise´ment, dans chaque e´le´ment de
volume A le nombre de centres de segments suit une loi de Poisson d’intensite´ λs|A|, et chaque segment
posse`de une orientation ale´atoire. La longueur de segments par unite´ de volume est donc en moyenne
e´gale a` LV = λsl. La seconde e´tape du processus consiste en un e´chantillonnage de Poisson de ce
champ continu. Les points sont donc ge´ne´re´s sur les segments du champ continu, avec une intensite´
de Poisson e´gale a` λl par unite´ de longueur. La densite´ moyenne du processus est e´gale a` :
λ = λlLV = λlλsl (3.3)
La fonction de corre´lation de ce processus ponctuel est donne´e analytiquement par la formule
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Figure 3.10 – A gauche : Fonction de corre´lation estime´e du catalogue DR9 CMASS pour une
cosmologie fiducielle ΛCDM plate avec Ωm = 0.274. Les barres d’erreur sont obtenues a` partir de
N = 600 simulations avec la meˆme fonction de se´lection que le catalogue de donne´es et les parame`tres
cosmologiques Ωm = 0.274, h = 0.7, Ωbh
2 = 0.0224, ns = 0.95 et σ8 = 0.8 (voir Manera et al. (2012)
pour plus de de´tails sur ces simulations). La ligne en pointille´s correspond au meilleur fit ΛCDM,
en combinant les donne´es de la fonction de corre´lation DR9 CMASSS et du CMB avec WMAP7. A
droite : Meˆme chose en renormalisant par (s/sBAO)
2, avec sBAO = 153.2 Mpc pour mettre en e´vidence
le pic BAO. Figure extraite de Sa´nchez et al. (2012).
suivante (voir Stoyan et al. (1995)) :
ξ(r) =
{
1
2πr2LV
− 12πrlLV pour r ≤ l
0 pour r ≥ l (3.4)
On voit que la corre´lation s’annule pour r ≥ l, ce qui est logique car deux points a` une distance
plus grande que l appartiennent ne´cessairement a` deux segments diffe´rents et sont donc inde´pendants.
Il est facile de ge´ne´rer des re´alisations de segments de Cox dans des cubes. Il suffit de cre´er un
nombre de centres de segments suivant une loi de Poisson d’intensite´ λsV , avec V le volume total.
Chacun de ces centres est alors place´ ale´atoirement dans le volume. Pour chaque centre, on conside`re
alors un segment de taille l avec une orientation ale´atoire. Finalement pour chacun de ces segments,
on cre´e un nombre de points suivant une loi de Poisson d’intensite´ λll que l’on re´partit ale´atoirement
sur le segment.
Il y a simplement une difficulte´ venant du fait qu’un point dans le cube peut appartenir a` un
segment dont le centre est a` l’exte´rieur du cube. On re´sout ce proble`me facilement de la fac¸on suivante :
au lieu de ge´ne´rer les centres dans un cube de coˆte´ a, on ge´ne`re les centres dans un cube de coˆte´ a+2l.
Une fois tous les points cre´es dans le volume avec la proce´dure de´taille´e ci-dessus, on ne conserve que
la partie inte´rieure du cube.
On donne un exemple de re´alisation sur la figure 3.11 pour un cube de taille 50 par 50 par
50 (l’unite´ est ici arbitraire) avec une intensite´ volumique de segments λl = 0.01, une longueur de
segments l = 10 et un nombre de points par unite´ de longueur de segments λl = 1.8. Le processus a
une densite´ moyenne λ = 0.18, ce qui correspond a` un nombre moyen de points e´gal a` 22,500 dans le
volume conside´re´.
3.4.2 Simulations log-normales
Le mode`le log-normal
Coles and Jones (1991) propose de mode´liser la champ de galaxies ρg comme un champ log-normal.
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Figure 3.11 – Re´alisation d’un processus de segments de Cox dans un cube de taille 50 par 50 par
50 (l’unite´ est ici arbitraire) avec une intensite´ volumique de segments λl = 0.01, une longueur de
segments l = 10 et un nombre de points par unite´ de longueur de segments λl = 1.8. Le processus a
une densite´ moyenne λ = 0.18, ce qui correspond a` un nombre moyen de points e´gal a` 22,500 dans le
volume conside´re´.
Un champ log-normal ρLN avec une moyenne ρ¯LN = 1 est obtenu a` partir d’un champ Gaussien ρG
de la fac¸on suivante (voir annexe A) :
ρLN = e
ρG−σ
2
G
2 . (3.5)
Ce mode`le a e´te´ utilise´ avec succe`s pour la reconstruction du champ de matie`re continu ρm dans
Kitaura et al. (2010), ou` il entre comme un mode`le a priori pour le champ de matie`re. Le mode`le
log-normal est relativement simple et il posse`de d’autres proprie´te´s inte´ressantes (voir Coles and Jones
(1991)) :
– Il de´crit bien la distribution du nombre de galaxies pre´sentes sur un e´le´ment du ciel comme
observe´ par Hubble (1934), ou sur un e´le´ment de volume comme observe´ dans Kitaura et al.
(2010) apre`s un lissage du champ de 5h−1Mpc ou 10h−1Mpc
– Le mode`le assure la positivite´ du champ (ρLN > 0) a` la diffe´rence du mode`le Gaussien
– De nombreuses quantite´s peuvent eˆtre calcule´es aussi facilement que pour un champ Gaussien
(e.g. les statistiques des pics ou le genus)
– Le champ est arbitrairement proche d’un champ Gaussien aux temps primordiaux ou` σ ≈ 0
– Ce mode`le est la solution des e´quations d’e´volution de ρ en supposant que le champ des vitesses
particulie`res initial est Gaussien
De plus Kayo et al. (2001) a montre´ que non seulement le mode`le log-normal reproduit bien la
distribution en un point donne´ P (δ1) par rapport a` des simulations N -corps, mais il reproduit aussi
tre`s bien les distributions conditionnelles P (δ1|δ2) pour δ2 > −0.5.
On montre sur la figure 3.12 un exemple de re´alisation log-normale pour l’e´chantillon Main VL
de´crit dans la section 3.2.1. Sur la meˆme figure, on montre aussi les donne´es du catalogue Main VL lui-
meˆme. On peut voir le bon accord visuel de ces deux distributions, meˆme si le catalogue log-normal ne
semble pas reproduire la structure de toile cosmique qui peut s’apercevoir sur les donne´es elles-meˆmes.
Ainsi, les simulations log-normales permettent une tre`s bonne approximation du champ de galaxies,
et sont rapides a` ge´ne´rer comme on va le voir dans la section suivante. De ce fait, il est tre`s courant
d’utiliser le mode`le log-normal lorsqu’un grand nombre de simulations est requis, e.g. pour estimer
la matrice de covariance de l’estimateur du spectre de puissance Pˆ ou de la fonction de corre´lation ξˆ
(Percival et al. 2007, 2010; Blake et al. 2011a,b; Beutler et al. 2011; Labatie et al. 2012c,a,b)
Dans cette the`se, on va e´tudier de nombreux effets statistiques dans l’analyse de la fonction de
corre´lation estime´e ξˆ. On va donc principalement se servir de simulations log-normales qui sont a` la
fois re´alistes et rapides a` ge´ne´rer.
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Figure 3.12 – A gauche : coupe de l’e´chantillon Main VL entre les valeurs de latitude−10˚ < λ < 10˚
dans les coordonne´es du releve´ SDSS. A droite : Meˆme chose pour une re´alisation log-normale du Main
VL. On peut voir le bon accord visuel des deux distributions, bien que la structure de toile cosmique
que l’on peut apercevoir sur les donne´es ne soit pas reproduite dans les simulations.
Proce´dure pour ge´ne´rer des simulations log-normales
Avant de commencer cette section, nous avons besoin de clarifier certaines de´nominations. On
emploiera dans cette section le terme de ’spectre de puissance’ d’un champ ρ pour de´signer la variance
des modes de Fourier de ce champ, et le terme de fonction de covariance pour de´signer la covariance
entre 2 points se´pare´s d’un vecteur r :
P (k) = Var [ρ˜(k)] (3.6)
= E
[
ρ˜(k)2
]
(3.7)
C(r) = Cov [ρ(x), ρ(x+ r)] (3.8)
= E [(ρ(x)− ρ¯) (ρ(x+ r)− ρ¯)] (3.9)
En particulier le spectre de puissance et la fonction de corre´lation de la distribution des galaxies (ou
du champ de matie`re), tels qu’on les entend en cosmologie, correspondent a` la de´finition pre´ce´dente du
’spectre de puissance’ et de la ’matrice de covariance’ pour le cas particulier du champ de fluctuations
δ = ρ−ρ¯ρ¯ (voir section 2.1.2). Ceci est e´galement vrai dans le cas particulier ou` la moyenne du champ
ρ¯ = 1, puisque dans ce cas δ = ρ−1 et que les de´finitions pre´ce´dentes ne de´pendent pas de la moyenne
du champ.
Pour simuler des catalogues log-normaux, la proce´dure habituelle est de ge´ne´rer le champ Gaussien
ρG, et d’en de´duire le champ log-normal ρLN avec l’e´quation (3.5). En effet ce sont les champs
Gaussiens que l’on sait facilement ge´ne´rer, avec des modes de Fourier Gaussiens, inde´pendants, et de
variance PG(k) pour un mode de Fourier k (avec k = ‖k‖).
On part donc du spectre de puissance PLN voulu
9, et l’on utilise les relations liant le champ log-
normal ρLN au champ Gaussien ρG pour de´terminer le spectre de puissance de ρG. La relation entre
le champ log-normal et Gaussien est simple en terme de fonction de covariance (voir annexe A) :
CG(r) = ln [1 +CLN (r)] (3.10)
Il faut donc commencer par transformer le spectre de puissance du champ log-normal pour calculer
sa fonction covariance 10. Le fonction de covariance s’obtient a` partir du spectre de puissance par
FFT−1 en 3 dimensions, i.e. par transforme´e de Hankel du spectre 1D car le spectre 3D est isotrope :
CLN = H−1(PLN ) (3.11)
La difficulte´ de la transforme´e de Hankel est que le spectre de puissance est habituellement donne´
avec un espacement exponentiel en k, i.e. que les ln ki sont espace´s line´airement. En effet c’est dans
cet espace que le spectre de puissance est lisse. Nous allons montrer plus tard comment re´soudre ce
proble`me.
9. Comme on conside`re pour l’instant un champ log-normal de moyenne ρ¯LN = 1, le ’spectre de puissance’ de ρLN
correspond bien au spectre de puissance comme on l’entend en cosmologie.
10. De meˆme, la fonction de covariance CLN de ρLN est e´gale a` la fonction de corre´lation ξLN tel qu’on l’entend
habituellement en cosmologie.
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Une fois la fonction CLN calcule´e, celle du champ Gaussien CG est obtenue par la relation (3.10).
Finalement on re´cupe`re le spectre de puissance du champ Gaussien PG par transforme´e de Hankel
directe de CG :
PG = H(CG) (3.12)
Les erreurs de calcul et la discre´tisation peuvent conduire a` des valeurs ne´gatives pour le spectre
de puissance. Pour e´viter cela on seuille simplement les valeurs du spectre PG a` 0. Pour ve´rifier que
le programme de transformation PLN → PG est pre´cis, on peut inverser toutes les e´tapes a` partir du
spectre de puissance Gaussien en sortie :
PG → CG → CLN → PLN (3.13)
et l’on compare le spectre PLN ainsi re´cupe´re´ avec le spectre donne´ en entre´e du programme.
Transforme´e de Hankel en espace logarithmique et pre´cision du programme
Pour faire la transforme´e de Hankel avec un espacement logarithmique, on utilise le code FFTlog
d’Hamilton 11 qui permet d’effectuer la transforme´e de Hankel avec ce type d’espacement.
Le programme utilise le fait qu’en conside´rant les fonctions ne de´pendant plus de k mais de ln k,
la transforme´e de Fourier est encore une convolution entre la nouvelle fonction g(ln k) = f(k) et une
autre fonction lie´e a` la fonction de Bessel Jµ, ou` µ est l’ordre de la fonction de Bessel qui de´pend de
la dimension de l’espace (µ = 0.5 en 3 dimensions). La convolution est calcule´e en passant par une
FFT classique sur ces fonctions.
Le programme est toujours inversible, c’est a` dire qu’en appliquant 2 fois la transformation a` une
fonction donne´e on retrouve la meˆme fonction. Il est aussi exact (i.e. il donne les meˆmes valeurs qu’une
transforme´e continue) lorsque la fonction est pe´riodique avec une pe´riode plus petite que l’intervalle
de points discrets et qu’elle est suffisamment bien e´chantillonne´e.
Ici cependant le spectre n’est pas une fonction pe´riodique, et pour se rapprocher d’une transforme´e
de Fourier continue il faut limiter les effets de conditions aux limites pe´riodiques. Pour cela on ajoute
dans le programme une option de zero-padding par de´faut, consistant a` rajouter de chaque coˆte´ autant
de ze´ros qu’il y a de points entre kmin et kmax. On obtient de bons re´sultats avec ce choix, mais rajouter
plus de points peut cre´er des proble`mes de stabilite´.
Donnons un exemple avec un spectre en entre´e PL(k) a` redshift z = 0 obtenu avec la formule de
Eisenstein and Hu (1998) pour les parame`tres cosmologiques de Komatsu et al. (2011). La transfor-
mation avec zero-padding semble plus stable, i.e. qu’elle n’entraˆıne pas les d’oscillations artificielles
dans le spectre de puissance du champ Gaussien, qui sont pre´sentes si l’on ne fait pas de zero-padding
(figure 3.13). Dans le cas ou` l’on effectue un zero-padding, l’inversion de toutes les e´tapes donne´e dans
l’e´quation (3.13) permet de retrouver un spectre tre`s proche du spectre en entre´e (figure 3.14).
Ge´ne´ration du champ log-normal
Une fois que l’on dispose du spectre Gaussien PG on peut ge´ne´rer le champ Gaussien sur une grille
cubique.
Les modes sont discrets et limite´s dans la partie haute fre´quence par le nombre de points par unite´
de volume. Chaque mode de Fourier (kx, ky, kz) posse`de une variance donne´e par la valeur du spectre
PG(k) en k = ‖(kx, ky, kz)‖ et multiplie´e par (∆k)
3
(2π)3 =
1
L3 ou` L est la longueur du cube (chaque mode
correspond a` un volume (∆k)3 dans l’espace des k).
On utilise la libraire fftw 12 pour construire la densite´ dans l’espace de Fourier avec des variables
Gaussiennes inde´pendantes et avec des variances donne´es par PG. Une petite difficulte´ est qu’en re´alite´
tous les modes ne sont pas inde´pendants pour un champ re´el. Les coefficients de Fourier sont complexes
et posse`dent donc deux fois plus de variables que le champ re´el. Ainsi ces variables ne peuvent pas
toutes eˆtre inde´pendantes. Un mode donne´ est soit contraint a` eˆtre re´el, soit il existe un autre mode
dont il est toujours le conjugue´ (il s’agit des paires (k, -k)). En dehors de ces relations, tous les modes
sont inde´pendants.
11. http://casa.colorado.edu/~ajsh/FFTLog/
12. http://www.fftw.org/
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Figure 3.13 – Spectre de puissance du champ Gaussien sans zero-padding (rouge) et avec zero-padding
(bleu), pour un spectre en entre´e PL(k) a` redshift z = 0 obtenu avec la formule de Eisenstein and
Hu (1998) pour les parame`tres cosmologiques de Komatsu et al. (2011). On observe des oscillations
artificielles dues aux conditions aux limites pe´riodiques de la transforme´e de Fourier en l’absence de
zero-padding. Ces oscillations n’apparaissent plus avec le zero-padding.
Figure 3.14 – Spectre de puissance en entre´e (noir) et spectre obtenu en inversant toutes les e´tapes
(formule (3.13)) avec zero-padding (bleu), pour un spectre en entre´e PL(k) a` redshift z = 0 obtenu
avec la formule de Eisenstein and Hu (1998) pour les parame`tres cosmologiques de Komatsu et al.
(2011). Le spectre obtenu apre`s inversion est extreˆmement proche du spectre en entre´e.
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Il faut prendre ceci en compte pour incre´menter une variable de variance globale σG
2 du champ
Gaussien ρG. En effet on a besoin de cette variance a` la fin de notre proce´dure, afin renormaliser le
champ pour que celui-ci soit bien d’espe´rance e´gale a` 1 (voir formule (3.5)).
Une fois que l’on a ge´ne´re´ le champ Gaussien ρG, on utilise la formule (3.5) pour ge´ne´rer le champ
log-normal en chaque point. On obtient donc un champ log-normal avec la fonction de corre´lation
ξLN voulue. Il ne reste plus qu’a` multiplier le champ log-normal par la densite´ moyenne ρ¯LN voulue
et finalement de faire un e´chantillonnage de Poisson sur ce champ continu.
3.4.3 Simulations log-normales pour diffe´rentes valeurs de α simultane´ment
On montre ici une me´thode pour ge´ne´rer de fac¸on tre`s efficace des simulations log-normales en
faisant varier le parame`tre α. On a de´fini ce parame`tre dans la section 2.2.5 comme un facteur de
dilatation du catalogue de galaxies entre les coordonne´es fiducielles et les coordonne´es comobiles. Plus
pre´cise´ment, le facteur de dilatation est e´gal a` α = DV (〈z〉)/DfidV , (〈z〉) avec 〈z〉 le redshift moyen du
catalogue et DV l’e´chelle de dilatation (dilation scale) donne´e par :
DV (z) =
[
(1 + z)2DM (z)
2 cz
H(z)
]1/3
∝ DM (z)2/3 1
H(z)1/3
(3.14)
Le parame`tre α cre´e donc simplement une dilatation du catalogue de galaxies et de la fonction de
corre´lation apparente 13. Cet effet est inde´pendant de la vraie fonction de corre´lation en coordonne´es
comobiles. Et comme on va le voir, il est possible de prendre en compte ce parame`tre en utilisant un
seul ensemble de simulations.
Supposons que l’on veuille simuler un catalogue de galaxies qui s’e´tend entre les redshifts zmin et
zmax. Notons rmin et rmax les distances minimum et maximum correspondant a` cette extension en
redshift dans la cosmologie fiducielle utilise´e pour estimer la fonction de corre´lation du catalogue, et
n¯(r) la densite´ moyenne estime´e du catalogue dans cette cosmologie fiducielle.
L’effet de α est de cre´er une dilatation du catalogue entre les coordonne´es fiducielles et les coor-
donne´es comobiles. Comme on connaˆıt les limites en distance rmin, rmax et la densite´ n¯(r) du catalogue
en coordonne´es fiducielles, l’effet de α est simplement de changer ces limites de distance ainsi que la
densite´ de la fac¸on suivante :
– Si le catalogue s’e´tend entre une distance minimum rmin et une distance maximum rmax en
coordonne´es fiducielles, il s’e´tend entre α rmin et α rmax en coordonne´es comobiles.
– Si le catalogue posse`de une densite´ moyenne n¯(r) en coordonne´es fiducielles, il posse`de une
densite´ moyenne en coordonne´es comobiles e´gale a`
n¯α(r) =
1
α3
n¯
( r
α
)
(3.15)
Graˆce a` cette constatation, on va pouvoir ge´ne´rer simultane´ment des simulations pour diffe´rentes
valeurs de α en coordonne´es comobiles. En d’autres termes, on va pouvoir ge´ne´rer simultane´ment des
simulations pour diffe´rentes valeurs de DV (〈z〉) = αDfidV (〈z〉), avec tous les autres parame`tres de la
simulation constants par ailleurs
Pour cela on ge´ne`re simplement des simulations log-normales (avec la me´thode pre´sente´e dans la
section 3.4.2) entre les distances αmin rmin et αmax rmax et avec une densite´ n¯max(r) = maxα n¯α(r).
De´finissons maintenant une fonction de se´lection pour chaque valeur de α :
Φα(r) =
n¯α(r)
n¯max(r)
(3.16)
On applique cette fonction de se´lection pour chaque valeur de α de la fac¸on suivante : pour chaque
galaxie a` une distance r en coordonne´es comobiles dans la simulation originale, on ge´ne`re une variable
ale´atoire uniforme u ∈ [0, 1]. Alors la galaxie appartient a` la simulation pour la valeur α si l’on a
u < Φα(r). Ainsi si l’on conside`re une grille α ∈ {α1, . . . , αn}, pour chaque galaxie xi on obtient une
13. Plus pre´cise´ment cette dilatation consiste a` transformer les coordonne´s xi des galaxies en coordonne´es fiducielles
en des coordonne´es αxi en coordonne´es comobiles. Ainsi l’espe´rance de la fonction de corre´lation estime´e en coordonne´es
fiducielles est donne´e par E[ξˆ(r)] = ξ(αr), avec ξ la vraie fonction de corre´lation en coordonne´es comobiles.
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suite d’intervalles {αi1 , . . . , αi2} pour lesquelles la galaxie appartient a` la simulation. Pour des raisons
d’optimisation du temps de calcul que l’on va de´tailler ci-dessous, on conside`re une nouvelle galaxie
pour chaque intervalle distinct {αi1 , . . . , αi2} place´e au meˆme endroit que la galaxie originale (de sorte
que chaque nouvelle galaxie corresponde a` un unique intervalle {αi1 , . . . , αi2}).
Avec cette proce´dure, on obtient simultane´ment des simulations en coordonne´es comobiles pour
diffe´rentes valeurs de α. Toutefois, il faut the´oriquement transformer ces simulations pour les exprimer
en coordonne´es fiducielles avant d’estimer la fonction de corre´lation, comme c’est le cas du catalogue
de donne´es. Mais parce que la fonction de corre´lation est estime´e par comptage de paires, on peut
en fait l’estimer en coordonne´es comobiles (i.e. avant la dilatation), et ensuite appliquer la dilatation
sur les intervalles de distances. Les quantite´s DDcom(r), RRcom(r) et DRcom(r) correspondant a` un
intervalle [r − dr/2, r + dr/2] en coordonne´es comobiles deviennent DD(r/α), RR(r/α) et DR(r/α)
et correspondent a` un intervalle [r/α− dr/(2α), r/α+ dr/(2α)] en coordonne´es fiducielles.
On va maintenant montrer comment la fonction de corre´lation peut eˆtre estime´e tre`s efficacement
pour toutes les valeurs de α simultane´ment. Pour cela, voyons comment calculer les termes de comptage
de paires DDα, avec la meˆme proce´dure qui peut eˆtre applique´e pour DRα and RRα.
Pour chaque valeur de r on conside`re le tableau (DDcomαi,raw(r))i=1,...,n, correspondant a` une grille
α ∈ {α1, . . . , αn}. Ce tableau va compter le nombre de paires qu’il faut ajouter a` DDcomαi (r) pour
obtenir DDcomαi+1(r). Pour chaque paire de points (xk,xl), appartenant respectivement a` la simu-
lation pour α ∈ {αk1 , . . . , αk2} et α ∈ {αl1 , . . . , αl2}, la paire appartient a` la simulation pour
α ∈ {max(αk1 , αl1), . . . ,min(αk2 , αl2)} = {αmax(k1,l1), . . . , αmin(k2,l2)}. Ainsi on va ajouter +1 a`
DDcomα,raw(r) pour α = αmax(k1,l1) et ajouter -1 pour α = αmin(k2,l2)+1
14.
Finalement on obtient le terme de comptage de paires DDcomα (r) de la fac¸on suivante :
DDcomαi (r) =
i∑
j=0
DDcomαj ,raw(r) (3.17)
Il ne reste plus qu’a` appliquer la dilatation sur les intervalles de distance :
DDα(r) = DD
com
α (α r) (3.18)
Cette proce´dure comple`te permet d’obtenir les quantite´s DDα(r), DRα(r) and RRα(r) pour
chaque valeur r et de α avec un temps de calcul multiplie´ seulement par ≈ 4 pour les simulations du
catalogue DR7-Full utilise´es dans les chapitres 5 et 6, au lieu d’eˆtre multiplie´ par la taille de la grille
en α.
3.4.4 Simulations N-corps
Comme on l’a vu dans la section 1.3, la formation des grandes structures de l’univers se fait a` travers
diffe´rentes e´tapes successives. La dernie`re e´tape d’e´volution non line´aire est notamment responsable
de la cre´ation de filaments et des halos de matie`re noire. Cette e´volution n’est pas solvable analyti-
quement, et l’on doit avoir recours a` des simulations nume´riques pour la simuler de fac¸on re´aliste. On
appelle ces simulations nume´riques des simulations N -corps, puisqu’elles de´crivent l’e´volution de N
particules sous l’influence de leurs forces de gravitation mutuelles dans un univers en expansion. Bien
que ces simulations contiennent en ge´ne´ral des millions, voire des milliards de particules, ces particules
correspondent a` de tre`s grandes masses de l’ordre de 109 − 1011M⊙. Du fait de la divergence de la
force gravitationnelle lorsque la distance entre deux particules tend vers 0, les simulations introduisent
une distance de lissage (softening parameter) qui atte´nue la force gravitationnelle a` courte porte´e.
On distingue deux grands types de simulations :
– Les simulations de matie`re noire pure, qui est non-collisionnelle. En effet les mode`les cosmolo-
giques actuelles indiquent qu’environ 90% de la matie`re totale de l’univers est sous forme de
matie`re noire, et que les galaxies apparaissent dans les halos de matie`re noire virialise´s.
14. Notons que cela requiert le choix d’une fonction de poids constante, comme ce sera le cas dans nos simulations
du catalogue DR7-Full dans les chapitres 5 et 6. En effet, si la fonction de poids de´pendait de la densite´ n(‖xi‖/α) en
coordonne´es fiducielles, alors cette galaxie aurait des poids diffe´rents en fonction de α.
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Figure 3.15 – Distribution lisse´e des halos de matie`re noire (ponde´re´s par leur masse) sur une coupe
d’e´paisseur 40 h−1Mpc en coordonne´es comobiles pour diffe´rentes re´alisations LasDamas avec des
tailles de cube diffe´rentes (2400h−1Mpc, 1000h−1Mpc, 640h−1Mpc et 420h−1Mpc).
– Les simulations hydrodynamiques qui introduisent notamment les effets de la matie`re baryo-
nique lie´s aux processus spe´cifiques du gaz et des e´toiles.
L’inclusion des phe´nome`nes hydrodynamiques accroˆıt conside´rablement la complexite´ des simula-
tions. Aussi pour de grands volumes cosmologiques, les simulations N -corps n’incluent que la matie`re
noire non-collisionnelle. A partir de ces simulations de matie`re noire pure, les populations de galaxies
sont introduites dans les halos virialise´s de matie`re noire 15. Pour ce faire, on peut utiliser une ex-
tension du halo model base´ sur un choix de Halo Occupation Distribution (HOD, voir section 2.2.2).
Dans ce mode`le le nombre de galaxies peuplant un halo de masse m est simplement donne´ par une
distribution p(Ng|m), qui de´pend de la population de galaxies conside´re´e.
Dans cette the`se on se servira uniquement des simulations Large Suite of Dark Matter Simulations
(LasDamas, McBride et al., in prep.), qui ont pour but de mode´liser les e´chantillons de galaxies du
SDSS DR7 pour des gammes de luminosite´ varie´es. Ces simulations sont des simulations de matie`re
noire pure avec 12803 particules de masse 45.73×1010M⊙ et une distance de lissage e´gale a` 53h−1kpc.
Les galaxies sont observe´es dans un coˆne de lumie`re et en espace redshift, i.e. avec inclusion de
distortions de redshift.
Les galaxies sont place´es artificiellement a` l’inte´rieur des halos de matie`re noire en utilisant un
mode`le HOD avec des parame`tres ajuste´s sur les e´chantillons SDSS re´els. Sur la figure 3.15 on montre
la distribution lisse´e des halos de matie`re noire (ponde´re´s par leur masse) sur une coupe d’e´paisseur
40 h−1Mpc en coordonne´es comobiles pour diffe´rentes re´alisations LasDamas avec des tailles de cube
diffe´rentes (2400h−1Mpc, 1000h−1Mpc, 640h−1Mpc et 420h−1Mpc).
15. Les halos de matie`re noire sont en ge´ne´ral identifie´s avec un algorithme Friends of Friends. Ce type d’algorithme
cre´e des groupes de points qui peuvent fusionner a` chaque ite´ration quand ils sont se´pare´s d’une distance suffisamment
faible.
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Dans ce chapitre on e´tudie l’incertitude sur les diffe´rents estimateurs de la fonction de corre´lation
dans les releve´s de galaxies actuels. On va notamment voir dans la section 4.1.1 que la fonction
de corre´lation n’est pas un concept bien de´fini pour les distributions fractales, puisqu’elle requiert
l’existence d’une densite´ moyenne n¯, qui n’a pas de sens pour une fractale. D’une manie`re plus ge´ne´rale,
meˆme si la distribution est homoge`ne aux grandes e´chelles, les estimateurs de la fonction de corre´lation
sont affecte´s par l’incertitude sur la densite´ moyenne n¯ (et notamment biaise´s).
On peut alors se demander si l’analyse classique de la fonction de corre´lation est valide, et no-
tamment dans quelle mesure les estimateurs sont biaise´s. Ceci est important puisque l’analyse de la
fonction de corre´lation (ou de fac¸on e´quivalente, du spectre de puissance) est utilise´e pour tester le
mode`le cosmologique standard ou pour contraindre les parame`tres cosmologiques (voir par exemple
Eisenstein et al. (2005); Sa´nchez et al. (2009); Beutler et al. (2011); Blake et al. (2011a,b); Cole et al.
(2005); Tegmark et al. (2006); Padmanabhan et al. (2007); Reid et al. (2010); Ho et al. (2012); Percival
et al. (2007, 2010); Kazin et al. (2010); Mehta et al. (2012)). Un exemple particulier de cette analyse
est l’e´tude des Oscillations Baryoniques Acoustiques. Etant donne´ la faiblesse du signal BAO, cette
e´tude requiert une analyse statistique tre`s fine de la fonction de corre´lation.
Dans la section 4.2 on va montrer analytiquement comment les estimateurs sont affecte´s par l’in-
certitude sur la densite´ moyenne n¯. Un effet particulier de cette incertitude est le biais de la contrainte
inte´grale qui impose aux estimateurs l’e´galite´ suivante :
1
V 2
∫
V2
ξˆ(r)d3r = 0 (4.1)
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avec V le domaine du catalogue, et V son volume.
Dans la suite du chapitre, on e´tudiera ces diffe´rents effets a` partir de simulations. On pre´sentera nos
simulations dans la section 4.3. Enfin dans les section 4.4 et 4.5, on quantifiera l’effet de l’incertitude
sur n¯, et notamment l’effet de la contrainte inte´grale, pour les releve´s de galaxies actuels.
4.1 Fractalite´ et estimation de la fonction de corre´lation
4.1.1 Proble`me conceptuel de la fonction de corre´lation pour une fractale
Il y a une hypothe`se implicite derrie`re la notion de fonction de corre´lation, a` savoir que la dis-
tribution a une densite´ moyenne n¯ bien de´finie. En effet la fonction de corre´lation mesure l’exce`s de
probabilite´ de trouver un point a` une distance r d’un autre point donne´, compare´ a` une distribution
non corre´le´e (voir section 2.2.1). La probabilite´ dPr de trouver une galaxie dans un volume dV se´pare´
d’une distance r d’une galaxie donne´e est :
dPr = n¯[1 + ξ(r)]dV (4.2)
On voit donc qu’il y a un proble`me conceptuel avec la fonction de corre´lation pour un champ
fractal. En effet, pour un champ fractal la densite´ moyenne n’est pas un concept bien de´fini, et donc
la fonction de corre´lation n’est e´galement pas bien de´finie. Comme nous allons le voir, si l’on essaye
quand meˆme d’estimer la ’fonction de corre´lation’ d’un champ fractal, le re´sultat va de´pendre de la
taille du volume.
Montrons cela dans le cas particulier ou` le volume est une sphe`re de rayon Rs centre´e sur un point
de la distribution. En utilisant la dimension de corre´lation du champ fractal, selon l’e´quation (2.55)
le nombre moyen de points dans la sphe`re est e´gal a` :
N(< Rs) = AR
D
s (4.3)
Ainsi la densite´ moyenne de points estime´e (i.e. la densite´ moyenne empirique) est e´gale a` :
n¯ =
3A
4π
RD−3s (4.4)
Quant a` la densite´ moyenne de points conditionnelle (i.e. la densite´ moyenne de points autour d’un
point de la distribution), elle est donne´e par 14πr2
dN(<r)
dr =
AD
4π r
D−3. En identifiant ceci avec le terme
dPr/dV de l’e´quation (4.2), on obtient :
n¯[1 + ξ(r)] =
AD
4π
rD−3 (4.5)
En combinant les expressions (4.4) et (4.5), on obtient que la ’fonction de corre´lation’ estime´e est
e´gale a` :
ξ(r) =
D
3
(
r
Rs
)D−3
− 1 (4.6)
On voit que cette fonction de´pend de la taille de la sphe`re Rs. Ce comportement des estimateurs
de la fonction de corre´lation est observe´ sur les releve´s de galaxies mais seulement lorsque le volume
du releve´ est petit, ou` l’on obtient alors ξ(r) ∝ r−γ (γ ≈ 1.7).
La longueur de corre´lation r0 est de´finie comme la se´paration ou` l’on obtient ξ(r0) = 1, i.e. comme
la distance de transition entre forte corre´lation et faible corre´lation. Lorsque l’on estime ξ sur un
champ fractal, la longueur de corre´lation de´pend de la taille du volume observe´ (voir aussi Pietronero
(1987)). En utilisant la formule (4.6) on obtient :
r0 =
(
6
D
)1/D−3
Rs (4.7)
La longueur de corre´lation est donc proportionnelle a` la taille de la sphe`re Rs. Ce comportement
a e´te´ observe´ dans les releve´s de galaxies initiaux, mais les releve´s de galaxies plus re´cents du releve´
Infrared Astronomical Satellite (IRAS) jusqu’au 2dFGRS et au SDSS ont contredit cette tendance.
La longueur de corre´lation est devenue une quantite´ stable pour une population de galaxies donne´e.
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Malgre´ ces observations, les partisans d’un univers fractal soulignent quand meˆme un usage trom-
peur de la fonction de corre´lation qui suppose l’homoge´ne´ite´ a` grand e´chelle (pour une revue des
arguments en faveur d’un univers fractal voir Sylos Labini et al. (1998)). A la place de la fonction de
corre´lation, ils proposent d’utiliser la statistique de densite´ conditionnelle Γ(r) :
Γ(r) =
〈n(x)n(x+ r)〉
ˆ¯n
(4.8)
avec ˆ¯n la densite´ moyenne empirique dans l’e´chantillon. Ici ˆ¯n est simplement un facteur multiplicatif
dans Γ (ce qui n’est pas le cas pour la fonction de corre´lation), ce qui ne change pas le comportement
en loi de puissance pour une distribution fractale. Sylos Labini et al. (1998) introduit aussi la densite´
conditionnelle moyenne :
Γ⋆(r) =
3
r3
r∫
0
Γ(s)s2ds (4.9)
Cette statistique est moins bruite´e et suit e´galement une loi de puissance pour une distribution
fractale, Γ⋆(r) ∝ rD−3. De nombreux catalogues en redshift ont confirme´ ce comportement aux faibles
e´chelles, mais ils ont aussi montre´ une cassure dans le comportement invariant d’e´chelle a` partir des
e´chelles 10 a` 15h−1 Mpc.
4.1.2 But du travail dans ce chapitre
Comme explique´ dans la section 2.3.3, la question de l’homoge´ne´ite´ de l’univers aux grandes e´chelles
a longtemps e´te´ de´battue. C’est une question importante car le principe cosmologique qui est a` la base
de la cosmologie moderne suppose l’homoge´ne´ite´, au moins aux grandes e´chelles.
On a vu que les observations re´centes ont confirme´ cette vision standard de l’homoge´ne´isation
a` grande e´chelle. Il existe toutefois quelques groupes de recherche qui soutiennent encore le vision
d’un univers fractal, et qui mettent en avant la pre´sence d’un biais dans l’analyse de la fonction de
corre´lation. Comme explique´ dans la section 4.1.1, le concept de densite´ moyenne n’a pas de sens
pour une distribution fractale, si bien que la fonction de corre´lation n’est pas bien de´finie. D’une
manie`re ge´ne´rale, l’incertitude sur n¯ cause un biais dans les estimateurs meˆme lorsque la distribution
est homoge`ne aux grandes e´chelles comme on va le voir dans la section 4.2.1. Cet effet engendre
notamment le biais connu sous le nom de contrainte inte´grale, que l’on va expliquer dans la section
4.2.2.
Ainsi dans Sylos Labini et al. (2009) les auteurs soutiennent que les fluctuations de densite´ 1 dans
les e´chantillons du SDSS DR7 ne permettent pas une analyse fiable de la corre´lation aux e´chelles
r > 50h−1Mpc, remettant en cause la de´tection des BAOs ainsi que les affirmations de compatibilite´
avec le mode`le ΛCDM.
Dans ce chapitre on va e´tudier le biais dans les estimateurs de la fonction de corre´lation duˆ a`
l’incertitude sur la densite´ moyenne n¯, et notamment l’effet de la contrainte inte´grale. Le but est
de quantifier ce biais dans le cadre du mode`le cosmologique standard ΛCDM et pour les releve´s de
galaxies actuels. Pour cela on utilisera des simulations log-normales du releve´ SDSS DR7.
Notre objectif est de ve´rifier qu’il n’y a pas d’incohe´rence dans l’analyse habituelle de la fonction
de corre´lation dans le cadre du mode`le ΛCDM, et que les re´sultats obtenus sont non biaise´s.
4.2 Estimateurs et incertitude sur la densite´ moyenne n¯
4.2.1 Effet ge´ne´ral de l’incertitude sur la densite´ moyenne n¯
Il existe diffe´rents estimateurs de la fonction de corre´lation. La majorite´ des estimateurs se servent
de catalogues ale´atoires avec une ge´ome´trie identique a` l’e´chantillon pour mesurer les exce`s de paires
en fonction de la se´paration r. On de´finit DD(r), RR(r) et DR(r) comme le nombre de paires se´pare´s
1. Ici le terme de fluctuations de densite´ re´fe`re aux fluctuations de ˆ¯n, i.e. les fluctuations statistiques de la moyenne
empirique de la densite´ dues a` la variance d’e´chantillon. Cette fluctuation correspond a` l’incertitude sur la vraie densite´
moyenne n¯. En effet, on ne connaˆıt pas a priori cette densite´ moyenne, et on peut seulement l’estimer a` partir de la
moyenne empirique ˆ¯n sur l’e´chantillon.
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par une distance dans [r ± dr/2] pour les couples de catalogues Data-Data, Random-Random, Data-
Random. On de´finit e´galement NDD, NRR et NDR comme le nombre total de paires totales entre ces
couples de catalogues. Avec la convention de compter les paires une fois seulement, on a :
NDD =
ND(ND − 1)
2
(4.10)
NRR =
NR(NR − 1)
2
(4.11)
NDR = NRND (4.12)
Dans cette e´tude nous allons utiliser 4 estimateurs diffe´rents. Ce sont les estimateurs de Peebles-
Hauser (Peebles and Hauser 1974), Davis-Peebles (Davis and Peebles 1983), Hamilton (Hamilton 1993)
et Landy-Szalay (Landy and Szalay 1993), qui ont les expressions suivantes :
ξˆPH(r) =
NRR
NDD
DD(r)
RR(r)
− 1 (4.13)
ξˆDP (r) =
NDR
NDD
DD(r)
DR(r)
− 1 (4.14)
ξˆHAM (r) =
NDR
2
NDDNRR
DD(r)RR(r)
[DR(r)]2
− 1 (4.15)
ξˆLS(r) = 1 +
NRR
NDD
DD(r)
RR(r)
− 2NRR
NDR
DR(r)
RR(r)
(4.16)
On montre les calculs effectue´s dans l’e´tude Hamilton (1993) dans un cas simple ou` les catalogues
sont volume-limited (i.e. avec une densite´ moyenne 2 constante dans le volume). Dans ce cas, la strate´gie
optimale pour le calcul de la fonction de corre´lation est de ponde´rer toutes les galaxies de fac¸on e´gale.
La densite´ du catalogue n(x) est donne´e par une somme de fonctions de Dirac centre´es sur les galaxies
du catalogue. On note n¯ la densite´ moyenne et δ(x) le contraste de densite´ dans la catalogue :
n¯ = E[n(x)] (4.17)
δ(x) =
n− n¯
n¯
(4.18)
En notant W la fonction indicatrice du catalogue et 〈.〉 l’inte´grale sur le volume du catalogue. Par
exemple 〈W (x)n(x)〉 correspond a` l’inte´grale sur le volume de la densite´ du catalogue, et est donc
e´gale au nombre de points dans le catalogue. On introduit les quantite´s suivantes d’espe´rance nulle :
ˆ¯δ =
〈W (x)δ(x)〉
〈W (x)〉 =
1
V
〈W (x)δ(x)〉 (4.19)
Ψ(r) =
〈δ(x)W (x)W (y)〉r
〈W (x)W (y)〉r (4.20)
ξˆ(r) =
〈δ(x)W (x) δ(y)W (y)〉r
〈W (x)W (y)〉r (4.21)
ou` 〈.〉r repre´sente une double inte´grale sur le volume, restreinte a` x et y se´pare´s par une distance
dans [r ± dr/2]. ξˆ est un estimateur non biaise´ de la vraie fonction de corre´lation ξ. Mais on ne peut
pas le calculer en ge´ne´ral car on ne connaˆıt pas la densite´ moyenne n¯, et donc on ne connaˆıt pas δ(x).
On peut exprimer les diffe´rents estimateurs en fonction de ξˆ, ˆ¯δ et Ψ comme cela est fait dans
Hamilton (1993). Cela requiert l’approximation de catalogues ale´atoires avec un grand nombre de
2. On rappelle que l’on utilise le terme de densite´ moyenne pour de´signer l’espe´rance de la densite´ n¯ = E[n(x)]. Il ne
faudra toutefois pas confondre cette ’moyenne’ avec la moyenne empirique de la densite´ dans l’e´chantillon, qui pre´sente
des variations statistiques autour de l’espe´rance de la densite´.
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points, de sorte que les quantite´s 1NRRRR(r) et
1
NDR
DR(r) peuvent se re´e´crire :
1
NRR
RR(r) =
# paires de points ale´atoires a` distance r′ ∈ [r ± dr/2]
# paires de points ale´atoires
(4.22)
1
NRR
RR(r) ≈ 1
V 2
〈W (x)W (y)〉r (4.23)
1
NDR
DR(r) =
1
ND
∑
dj
# points ale´atoires ri t.q. |ri − dj| ∈ [r ± dr/2]
# points ale´atoires
(4.24)
1
NDR
DR(r) ≈ 1
V
1
ND
〈n(x)W (x)W (y)〉r (4.25)
De la meˆme manie`re le terme 1NDDDD(r) se re´e´crit :
1
NDD
DD(r) =
1
N2D
〈n(x)W (x)n(y)W (y)〉r (4.26)
On peut aussi re´e´crire le terme ˆ¯δ :
ˆ¯δ =
1
V
〈W (x)δ(x)〉 = 1
n¯V
〈W (x)n(x)− n¯(x)〉 (4.27)
=
1
n¯V
ND − 1 (4.28)
On obtient de´sormais :
NRR
NDD
DD(r)
RR(r)
=
1
n¯2[1 + ˆ¯δ]2
〈n(x)W (x)n(y)W (y)〉r
〈W (x)W (y)〉r (4.29)
NRR
NDR
DR(r)
RR(r)
=
1
n¯[1 + ˆ¯δ]
〈n(x)W (x)W (y)〉r
〈W (x)W (y)〉r (4.30)
Finalement ces quantite´s se re´e´crivent :
NRR
NDD
DD(r)
RR(r)
=
1
[1 + ˆ¯δ]2
〈[δ(x) + 1]W (x) [δ(y) + 1]W (y)〉r
〈W (x)W (y)〉r (4.31)
=
ξˆ(r) + 2Ψ(r) + 1
[1 + ˆ¯δ]2
(4.32)
NRR
NDR
DR(r)
RR(r)
=
1
[1 + ˆ¯δ]
〈[δ(x) + 1]W (x)W (y)〉r
〈W (x)W (y)〉r (4.33)
=
Ψ(r) + 1
[1 + ˆ¯δ]
(4.34)
ξˆPH(r) =
ξˆ(r) + 2Ψ(r)− 2ˆ¯δ − ˆ¯δ2
[1 + ˆ¯δ]2
(4.35)
ξˆDP (r) =
ξˆ(r) + Ψ(r)− ˆ¯δ −Ψ(r) ˆ¯δ
[1 + ˆ¯δ] [1 + Ψ(r)]
(4.36)
ξˆH(r) =
ξˆ(r)−Ψ(r)2
[1 + Ψ(r)]2
(4.37)
ξˆLS(r) =
ξˆ(r)− 2ˆ¯δΨ(r) + ˆ¯δ2
[1 + ˆ¯δ]2
(4.38)
Ces formules expliquent la supe´riorite´ des estimateurs d’Hamilton et de Landy-Szalay, avec Ψ et ˆ¯δ
qui apparaissent au second ordre au nume´rateur. Les termes au de´nominateur ne sont pas importants
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car ils ge´ne`rent une faible erreur relative, alors que les termes au nume´rateur peuvent ge´ne´rer une
forte erreur relative lorsque leur valeur devient non ne´gligeable par rapport a` ξˆ. Pour les estimateurs
d’Hamilton et de Landy-Szalay, l’erreur est domine´e par l’erreur sur ξˆ et peu affecte´e par les termes
Ψ et ˆ¯δ, qui sont lie´es a` l’incertitude sur n¯.
Avec ces formules on voit que les estimateurs sont biaise´s dans le cas ge´ne´ral. En effet ˆ¯δ et Ψ(r)
ont une espe´rance e´gale a` 0, et ξˆ(r) a une espe´rance e´gale a` ξ(r). Toutefois les termes sont combine´es
en multiplication et divisions. Donc l’espe´rance du membre de gauche ne s’obtient pas en remplac¸ant
chacun des termes du membre de droite par son espe´rance dans les e´quations (4.35), (4.36), (4.37),
(4.38).
4.2.2 Le bias de la contrainte inte´grale
Le catalogue ale´atoire est utilise´ pour mesurer un exce`s de paires du catalogue de galaxies par
rapport a` un catalogue ale´atoire 3. De fac¸on e´quivalente, le catalogue ale´atoire peut eˆtre vu comme
un outil pour calculer des volumes. En notant a` nouveau V le domaine du catalogue et V son volume,
si l’on prend la limite NR →∞, on obtient comme dans la section 4.2.1 :
RR(r)
NRR
=
# paires a` distance r′ ∈ [r ± dr/2]
# paires
(4.39)
f(r)
def
= lim
NR→∞
RR(r)
NRR
=
1
V 2
〈W (x)W (y)〉r (4.40)
=
1
V 2
∫
V
d3x
∫
V
d3y 1|y−x|∈[r±dr/2] (4.41)
Pour simplifier le texte, on va e´crire I et IˆPH , IˆDP , IˆH , IˆLS (Iˆ pour un estimateur en ge´ne´ral)
pour de´signer l’inte´gration de la vraie fonction de corre´lation et des diffe´rents estimateurs contre la
fonction f(r) :
I
def
=
rmax∫
0
f(r)ξ(r) (4.42)
IˆPH
def
=
rmax∫
0
f(r)ξˆPH(r) (4.43)
avec rmax la distance maximum entre 2 points du domaine du catalogue.
On va montrer qu’il existe une contrainte sur l’estimateur de Peebles-Hauser ξˆPH(r), qui impose
l’e´galite´ suivante quelque soit la vraie fonction ξ(r) qui est estime´e :
IˆPH = 0 (4.44)
Pour un domaine de catalogue assez ’re´gulier’ et pour une se´paration r petite, la seconde inte´grale
dans l’e´quation (4.41)) est e´gale pour quasiment toutes les points x au volume de l’enveloppe sphe´rique
y ∈ Vr avec |y− x| ∈ [r± dr/2]. Donc pour r petit, on obtient f(r) ≈ VrV = 4πr
2dr
V , et si c’e´tait le cas
pour tout r, la contrainte (4.44) deviendrait :∫
R3
ξˆ(r)d3r = 0. (4.45)
Cependant quand r devient non ne´gligeable par rapport a` la taille de l’e´chantillon, on a f(r) 6= VrV .
Donc la contrainte (4.44) est diffe´rente de (4.45) et de´pend de la ge´ome´trie du domaine et de son
volume.
3. Il faut noter que les catalogues de galaxies sont aussi ale´atoires par nature mais ils sont corre´le´s spatialement.
Dans ce contexte, le terme ’catalogue ale´atoire’ est donc utilise´ de fac¸on abusive pour de´signer des catalogues ale´atoires
de Poisson sans corre´lation.
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Montrons la relation (4.44) pour l’estimateur de Peebles-Hauser :
ξˆPH(r) =
NRR
NDD
DD(r)
RR(r)
− 1 ≈ 1
f(r)
1
NDD
DD(r)− 1 (4.46)
En pratique, l’inte´grale consiste a` faire la somme sur tous les intervalles centre´es en ri (bins) de la
corre´lation estime´e jusqu’en rmax :
IˆPH =
∑
i
f(ri)ξˆPH(ri) ≈
∑
i
f(ri)
[
1
f(ri)
1
NDD
DD(ri)− 1
]
(4.47)
=
1
NDD
∑
i
DD(ri)−
∑
i
f(ri) = 1− 1 = 0 (4.48)
(4.49)
Il est possible de montrer que la meˆme contrainte Iˆ = 0 est approximativement ve´rifie´e par les
autres estimateurs. Pour cela, on a besoin de simplifier DR(r) dans la limite NR →∞ :
1
NDNR
DR(r) =
1
ND
∑
dj
# points ale´atoires ri t.q. |ri − dj| ∈ [r ± dr/2]
# points ale´atoires
(4.50)
g(r) = lim
NR→∞
1
NDNR
DR(r) =
1
ND
∑
dj
1
V
∫
V
d3y 1|y−dj|∈[r±dr/2] (4.51)
Cette fonction g(r) de´pend de la position des galaxies dans le catalogue. On peut faire une autre
approximation, a` savoir que la taille de la corre´lation est petite compare´e au domaine du catalogue
et qu’il y a un nombre assez grand de galaxies dans le catalogue. Alors les galaxies peuvent eˆtre
conside´re´es comme distribue´es uniforme´ment dans le domaine du catalogue, et on peut remplacer la
moyenne par rapport aux points du catalogue par la moyenne sur le volume :
g(r) ≈ 1
V
∫
V
d3x

 1
V
∫
V
d3y 1|y−x|∈[r±dr/2]

 = f(r) (4.52)
Avec cette approximation, tous les estimateurs sont e´quivalents et ve´rifient la contrainte inte´grale.
Mais la dernie`re approximation n’est pas aussi bonne que pour l’estimateur de Peebles-Hauser, et la
contrainte n’est pas aussi bien ve´rifie´e comme on va le voir dans la section 4.4.
On voit encore que les estimateurs sont biaise´s dans le cas ge´ne´ral. La vraie fonction de corre´lation
ne ve´rifie pas ne´cessairement la contrainte inte´grale, alors que les estimateurs la ve´rifient (approxima-
tivement) et donc leurs espe´rances la ve´rifient e´galement.
4.3 Simulations utilise´es
Dans la section 4.4.1 on va utiliser des re´alisations de processus de segments de Cox avec la
proce´dure de´taille´e dans la section 3.4.1. Ces processus sont tre`s utiles car ils sont tre`s simples a`
ge´ne´rer et on connaˆıt leur fonction de corre´lation analytique. De plus leur fonction de corre´lation
est strictement positive, ce qui va eˆtre utile pour tester la contrainte inte´grale qui force des valeurs
ne´gatives dans les estimateurs de la fonction de corre´lation (voir section 4.4).
Dans les sections 4.4.3 et 4.5, nous utiliserons des simulations log-normales des catalogues volume-
limited Main VL et LRG VL du SDSS-II, de´taille´s dans la section 3.2.1. Pour ge´ne´rer des re´alisations
log-normales on utilise la proce´dure de´crite dans la section 3.4.2.
On donne en entre´e des simulations un spectre de puissance ΛCDM plat avec un spectre line´aire
PL avec les parame`tres Ωm = 0.27, h = 0.7, Ωbh
2 = 2.205−2, ns = 1, σ8 = 0.8. Ces spectres sont
calcule´s respectivement a` redshift z = 0.1 pour le Main VL et z = 0.3 pour le LRG VL. On utilise un
mode`le simple pour les corrections non line´aires de l’e´volution du champ de matie`re. Plus pre´cise´ment
on utilise la proce´dure de´crite dans la section 1.3.4, avec une correction invariante d’e´chelle donne´e
par HALOFIT (Smith et al. 2003) et une de´gradation non line´aire des BAOs. A partir du spectre
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de puissance line´aire on mode´lise la de´gradation non line´aire du pic BAO par un lissage Gaussien,
applique´ seulement sur la signature BAO.
Pour isoler la signature BAO dans le spectre de puissance, on se sert du spectre de puissance no
wiggles de Eisenstein and Hu (1998), qui est un spectre lisse avec la meˆme forme que le spectre de
puissance line´aire mais sans la signature BAO. On applique donc le lissage Gaussien a` la diffe´rence
entre le spectre line´aire et le spectre no wiggles, PL(k)− Pnw,L(k), et l’on restaure la forme ge´ne´rale
du spectre en rajoutant Pnw,L(k) apre`s le lissage :
Pdw,L(k) = Pnw,L(k) + e
−a2k2/2[PL(k)− Pnw,L(k)] (4.53)
Pour prendre en compte les corrections non line´aires invariantes d’e´chelle, on applique a` Pdw,L les
corrections non line´aires de HALOFIT correspondant au spectre invariant d’e´chelle Pnw,L(k) :
Pdw,NL(k) =
Pnw,NL(k)
Pnw,L(k)
Pdw,L(k) (4.54)
Pour calculer ces spectres, on utilise la libraire IDL iCosmo (Refregier et al. 2011), qui donne les
spectres de puissances PL et Pnw,L avec l’approximation de Eisenstein and Hu (1998). On utilise la
valeur de a = 7h−1 Mpc a` la fois pour les simulations Main VL et LRG VL. Finalement on mode´lise
le biais des galaxies par rapport a` la matie`re par un biais constant. Les simulations ont donc une
fonction de corre´lation the´orique e´gale a` :
ξΛCDM(r) = b
2ξdw,NL(r) (4.55)
avec ξdw,NL la transforme´e de Hankel de Pdw,NL (voir section 2.1.2 pour les de´tails de la relation
entre le spectre de puissance et la fonction de corre´lation). Les valeurs du biais ont e´te´ ajuste´es pour
trouver un bon accord entre les estimateurs de la fonction de corre´lation ξˆ du Main VL et du LRG
VL montre´s sur la figure 3.4 et les fonctions de corre´lation ξˆΛCDM (voir figure 4.1).
Figure 4.1 – Fonctions de corre´lation estime´es pour les e´chantillons Main VL (trait plein bleu) et
LRG VL (trait plein rouge) pour une cosmologie fiducielle ΛCDM plate avec Ωm = 0.27, et fonctions
de corre´lation the´oriques b2ξΛCDM avec un biais ajuste´ pour fitter les donne´es. On trouve des valeurs
du biais e´gales a` b = 1.65 pour le Main VL et b = 2.5 pour le LRG VL. Les barres d’erreur sont
estime´es a` partir de 2,000 simulations log-normales ΛCDM avec les parame`tres Ωm = 0.27, h = 0.7,
Ωbh
2 = 2.205−2, ns = 1, σ8 = 0.8 et respectivement b = 1.65 pour le Main VL et b = 2.5 pour le LRG
VL.
4.4 Effet de la contrainte inte´grale sur des simulations 79
4.4 Effet de la contrainte inte´grale sur des simulations
4.4.1 Effet de la contrainte inte´grale sur des processus de segments de Cox
Pour montrer comment la contrainte inte´grale peut affecter l’estimation de la fonction de corre´lation,
on ge´ne`re des re´alisations du processus de segments de Cox (voir Mart´ınez and Saar (2002)). Le champ
consiste en des segments de longueur l distribue´es ale´atoirement dans le volume et des points distribue´s
ale´atoirement sur chaque segment. L’intensite´ du processus ponctuel λ est e´gale a` la longueur moyenne
de segments par unite´ de volume LV , multiplie´e par le nombre moyen de points par unite´ de longueur
λl. Ce processus est facile a` ge´ne´rer et sa fonction de corre´lation est connue analytiquement (Stoyan
et al. 1995) :
ξ(r) =
{
1
2πr2LV
− 12πrlLV pour r ≤ l
0 pour r ≥ l (4.56)
Cette fonction de corre´lation est toujours positive, donc la contrainte inte´grale force les estimateurs
a` prendre de fausses valeurs ne´gatives.
Pour nos expe´riences, on conside`re le processus avec longueur de segments l = 10 (l’unite´ est ici
arbitraire), une longueur moyenne par unite´ de volume LV = 0.1 et un nombre moyen de points
par unite´ de longueur de λl = 1.8. On a ge´ne´re´ 2000 cubes de taille a = 10, 2000 cubes de taille
a = 20 et 512 cubes de taille a = 50, sur lesquels on a estime´ la fonction de corre´lation avec des tailles
d’intervalles dr = 2. On trace sur la figure 4.2 les valeurs empiriques de la moyenne et de l’e´cart-type :
ξ¯ =
1
N
N∑
k=1
ξˆk (4.57)
s(ξˆ) =
√√√√ 1
N − 1
N∑
k=1
(ξˆk − ξ¯)2 (4.58)
Sur la figure 4.2, on montre aussi la corre´lation analytique, discre´tise´e de fac¸on e´quivalente au
comptage de paires. Pour un intervalle [ri − dr/2, ri + dr/2], la fonction de corre´lation analytique
discre´tise´e est e´gale a` :
ξ(ri) =
∫ ri+dr/2
ri−dr/2 ξ(r) r
2 dr∫ ri+dr/2
ri−dr/2 r
2 dr
(4.59)
Ainsi, en l’absence de biais, les estimateurs discre´tise´s de la fonction de corre´lation ont une
espe´rance e´gale a` la fonction analytique discre´tise´e, i.e. E
[
ξˆ(ri)
]
= ξ(ri).
Pour illustrer la pre´sence d’un biais duˆ a` la contrainte inte´grale, on trace sur la figure 4.3 les
moyennes des estimateurs ξ¯ avec l’incertitude sur cette moyenne calcule´ comme s(ξˆ)√
N
dans les cas a = 20
et a = 50. En effet l’espe´rance de l’estimateur E
[
ξˆ
]
est e´gale a` la moyenne ξ¯ a` cette incertitude pre`s 4,
et un e´cart de la moyenne plus grand que cette incertitude par rapport a` la vraie corre´lation traduit
un biais de l’estimateur.
On observe un biais pour tous les estimateurs et toutes les tailles de cube. Comme on pouvait
le pre´voir, le biais diminue quand le volume augmente, de meˆme que la variance diminue. Le biais
est approximativement e´gal a` la moitie´ de l’e´cart-type de l’estimateur dans une large re´gion pour
a = 10 et a = 20, alors que le biais devient tre`s petit par rapport a` l’e´cart-type pour a = 50. Le
biais est similaire pour les diffe´rents estimateurs pour a = 10 et a = 20. Alors que pour a = 50, le
biais devient plus petit pour les estimateurs de Hamilton et Landy-Szalay que pour les estimateurs
de Peebles-Hauser et Davis-Peebles. Ainsi le biais diminue plus rapidement avec le volume pour les
estimateurs de Hamilton et Landy-Szalay, i.e. qu’ils sont moins affecte´s par la contrainte inte´grale.
On montre sur la figure 4.4 les moyennes ponde´re´es des estimateurs f(ri)ξ¯(ri) dans les cas a = 20
et a = 50. On peut voir que la somme ponde´re´e de ξ¯ s’annule pour les estimateurs et non pour la
fonction de corre´lation analytique ξ. Cet effet est clair pour les cas a = 20 et a = 10 (ce dernier
cas n’est pas montre´ car les re´sultats sont similaires au cas a = 20). En particulier la contrainte
4. Pour voir cela, il suffit de voir que la variance sur un estimateur est environ e´gale a` s(ξˆ)2, si bien que la variance
de ξ¯ est e´gale a` 1
N
s(ξˆ)2.
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Figure 4.2 – A gauche : Moyenne ξ¯ et e´cart-type s(ξˆ) des diffe´rents estimateurs avec N = 2000
re´alisations de segments de Cox pour a = 20. On trace la fonction de corre´lation analytique (noir),
les estimateurs Peebles-Hauser (violet), Davis-Peebles (bleu clair), Hamilton (vert) et Landy-Szalay
(rouge). A droite : Meˆme chose avec N = 512 re´alisations de segments de Cox pour a = 50.
Figure 4.3 – A gauche : Moyenne ξ¯ des diffe´rents estimateurs et incertitude sur cette moyenne s(ξˆ)√
N
avec N = 2000 re´alisations de segments de Cox pour a = 20. A droite : Meˆme chose avec N = 512
re´alisations de segments de Cox pour a = 50.
inte´grale force les estimateurs a` prendre des valeurs ne´gatives aux e´chelles r interme´diaires, i.e. pour
les grandes valeurs de f(r). Le cas a = 50 est moins clair et le biais des estimateurs ne semble pas
venir uniquement de la contrainte inte´grale car il peut eˆtre positif ou ne´gatif selon l’e´chelle. Le faible
biais toujours pre´sent pour a = 50 pourrait donc venir d’autres effets (e.g. du nombre fini de points
dans les catalogues ale´atoires).
On montre dans la table 4.1 les valeurs de I pour la fonction analytique ξ et Iˆ pour les moyennes
des diffe´rents estimateurs. La contrainte est tre`s bien ve´rife´e (Iˆ ≈ 0), en particulier pour l’estimateur
de Peebles-Hauser, meˆme si elle n’est pas bien ve´rifie´e pour la fonction analytique (I ≫ Iˆ).
La fonction ponde´ratrice f somme a` 1 (i.e.
∑
i f(ri) = 1, voir e´quation (4.41)). Donc une diffe´rence
entre
∑
i f(ri)ξ(ri) et
∑
i f(ri)ξˆ(ri) (i.e. entre I et Iˆ) implique en moyenne une meˆme diffe´rence entre
ξ et ξˆ. Comme des diffe´rences positives et ne´gatives entre ξ et ξˆ peuvent se compenser dans la somme,
cette ansatz peut en re´alite´ donner une sous-estimation. Autrement dit, la diffe´rence en valeur absolue
entre ξ et ξˆ peut eˆtre en moyenne plus grande que la diffe´rence en valeur absolue entre I et Iˆ.
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Figure 4.4 – A gauche : Moyenne ponde´re´e des diffe´rents estimateurs f(ri)ξ¯ et incertitude f(ri)
s(ξˆ)√
N
sur cette moyenne avec N = 2000 re´alisations de segments de Cox pour a = 20. On trace en e´galement
la fonction f(r) (ligne pointille´e noire). A droite : Meˆme chose avec N = 512 re´alisations de segments
de Cox pour a = 50.
Table 4.1 –
I σ(V) IˆPH IˆDP IˆH IˆLS
a = 10 0.059 0.24 2.87× 10−5 9.24× 10−5 7.16× 10−3 0.0125
a = 20 9.6× 10−3 0.098 1.88× 10−5 −5.54× 10−4 2.23× 10−4 1.47× 10−3
a = 50 7.8× 10−4 0.027 3.8× 10−6 −7.04× 10−5 −1.86× 10−5 1.02× 10−4
NOTES.—Valeurs de I pour la fonction analytique ξ et Iˆ pour les diffe´rents estimateurs et pour
a = 10, a = 20 et a = 50.
4.4.2 Pre´diction de l’effet de la contrainte inte´grale
On vient de voir que le biais sur ξ duˆ a` la contrainte inte´grale est directement relie´ a` la valeur de
l’inte´grale I de la fonction analytique ξ. Ainsi on peut tenter de pre´dire l’importance du biais a` partir
de la valeur de I.
Pour les estimateurs d’Hamilton et Landy-Szalay sur les processus de segments de Cox, la contrainte
devient faible entre a = 20 et a = 50. Ces valeurs de a correspondent a` des valeurs de I pour la fonc-
tion analytique ξ approximativement e´gale a` 0.01 et 0.001. Une quantite´ plus intuitive que I est la
variance de masse normalise´e dans un domaine V :
σ2(V) = E
[
M(V)2]− E [M(V)]2
E [M(V)]2 (4.60)
σ(V) repre´sente la fluctuation de masse dans le domaine. On peut montrer que I est e´gale a` σ2(V)
au bruit de Poisson pre`s (shot noise, voir Gabrielli et al. (2002)). Ce bruit de Poisson qui est duˆ au
nombre finis de galaxies peut ge´ne´ralement eˆtre ne´glige´. Ainsi on peut pre´dire l’effet de la contrainte
a` partir de la valeur de σ(V). Les processus de segments de Cox avec a = 20 et a = 50 correspondent
respectivement a` σ(V) ≈ 0.1 et σ(V) ≈ 0.03. Donc la contrainte affecte encore les estimateurs pour un
niveau d’homoge´ne´ite´ de 10% (fluctuation de masse de 10% dans le volume), et devient ne´gligeable
pour un niveau d’homoge´ne´ite´ de 3%.
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Table 4.2 –
I σ(V ) IˆPH IˆDP IˆH IˆLS
Main VL 6.61× 10−4 0.026 2.39× 10−4 9.05× 10−5 1.38× 10−4 6.99× 10−4
LRG VL 1.01× 10−4 0.010 6.17× 10−5 7.52× 10−5 9.21× 10−5 9.54× 10−5
NOTES.—Valeurs de I et Iˆ pour les diffe´rents estimateurs.
4.4.3 Effet de la contrainte inte´grale sur des simulations Main VL et LRG
VL
On s’inte´resse maintenant a` l’effet de la contrainte inte´grale sur des simulations des catalogues
Main VL et LRG VL du SDSS-II pre´sente´s dans la section 3.2.1.
La contrainte est de la forme
∫ rmax
0
f(r)ξˆ(r) ≈ 0 avec f(r) ≈ 4πr2drV pour r petit. En supposant
que
∫∞
0
r2ξ(r)dr converge, l’inte´grale
∫ rmax
0
f(r)ξ(r) tend vers 0 en 1V pour les volumes larges.
Dans les mode`les cosmologiques usuels, le spectre de puissance ve´rifie P (k) ∝ kns pour k ≪ 1 avec
l’indice spectral ns ≈ 1 (le spectre Harrison Zel’dovich invariant d’e´chelle correspond a` ns = 1, voir
section 1.3.1). Ainsi le spectre de puissance tend vers 0 pour k → 0, et donc la fonction de corre´lation
qui est sa transforme´e de Fourier a une inte´grale nulle :
∞∫
0
r2ξ(r)dr = 0 (4.61)
Ceci facilite la convergence de l’inte´grale I =
∫ rmax
0
f(r)ξˆ(r) ≈ 0 quand le volume augmente. La
table 4.2 donne les valeurs de I pour la fonction de corre´lation analytique des simulations ξΛCDM et
Iˆ pour les diffe´rents estimateurs ξˆ. Pour le catalogue Main VL, Iˆ est significativement plus proche de
0 que I, ce qui veut dire que la contrainte inte´grale affecte les estimateurs. En revanche ce n’est pas
le cas pour le catalogue LRG VL ou` la contrainte inte´grale ne semble pas affecter les estimateurs.
On rappelle que la valeur de I donne approximativement la valeur du biais : I est de l’ordre de
10−3 pour le catalogue Main VL et de l’ordre de 10−4 pour le catalogue LRG VL. Si l’on compare
ceci aux valeurs de ξ aux e´chelles qui nous inte´ressent (i.e. habituellement entre 50 et 200h−1Mpc), le
biais est important pour le catalogue Main VL et ne´gligeable pour le catalogue LRG VL.
On peut aussi e´tablir une correspondance avec les re´sultats sur les processus de segments de Cox
obtenus section 4.4.1, ou` la contrainte devient ne´gligeable pour σ(V ) ≈ 0.03. Le catalogue Main VL a
la meˆme valeur de σ(V) ≈ 0.03 mais l’effet reste pre´sent. Dans le catalogue LRG VL, σ(V) est environ
trois fois plus petit, et il n’est donc pas surprenant que le biais soit ne´gligeable.
4.5 Comparaison des diffe´rents estimateurs sur des simula-
tions Main VL et LRG VL
Dans cette section on veut comparer les diffe´rents estimateurs sur des simulations des catalogues
Main VL et LRG VL du SDSS-II. On continue a` s’inte´resser au biais duˆ a` la contrainte inte´grale, mais
on regarde e´galement la variance des estimateurs. On utilise N = 2000 re´alisations log-normales a` la
fois pour le catalogue Main VL et pour le catalogue LRG VL.
Pour chaque re´alisation on utilise 100,000 points dans les catalogues ale´atoires pour le calcul
des estimateurs (i.e. pour calculer les quantite´s RR(r) and DR(r) introduites section 4.2.1). Ceci
garantit que l’erreur due au nombre finis de points ale´atoires est petite. Pour chaque re´alisation on
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Figure 4.5 – A gauche : Moyenne ξ¯ et e´cart-type s(ξˆ) des diffe´rents estimateurs avec N = 2000
re´alisations Main VL, Peebles-Hauser (violet), Davis-Peebles (bleu clair), Hamilton (vert), Landy-
Szalay (rouge) et mode`le ΛCDM a` z = 0.1 avec b = 1.5 (noir). A droite : Meˆme chose avec N = 2000
re´alisations LRG VL, mais avec un mode`le ΛCDM a` z = 0.3 avec b = 2.5.
utilise un catalogue ale´atoire diffe´rent, et lorsque l’on moyenne sur toutes les re´alisations log-normales
l’influence du nombre fini de points ale´atoires est extreˆmement petite. Toutefois pour une re´alisation
donne´e, la fluctuation due au nombre fini de points ale´atoires peut accroˆıtre quelque peu la variance
des estimateurs. La contribution a` la variance des estimateurs vient du nombre de points ale´atoires,
de la ge´ome´trie du catalogue, ainsi que de la taille des intervalles pour estimer ξ (dans tous nos tests
on a pris des tailles d’intervalle de 10h−1Mpc). De fac¸on plus pre´cise, la variance vient de la pre´cision
avec laquelle 1NRRRR(r) approxime
1
V 2
∫
V d
3x
∫
V d
3y1|y−x|∈[r±dr/2].
On montre sur la figure 4.5 les moyennes et e´carts-types des estimateurs compare´s a` la fonction
de corre´lation analytique des simulations. De meˆme que pour les processus de Cox, la fonction de
corre´lation analytique est discre´tise´e de fac¸on e´quivalente au comptage de paire. Pour un intervalle
[ri − dr/2, ri + dr/2], la fonction de corre´lation analytique discre´tise´e est e´gale a` :
ξΛCDM(ri) =
∫ ri+dr/2
ri−dr/2 ξΛCDM(r) r
2 dr∫ ri+dr/2
ri−dr/2 r
2 dr
(4.62)
Par soucis de clarte´, on a translate´ les courbes de ±1h−1Mpc. On peut voir qu’il y a un biais dans
les estimateurs du catalogue Main VL, avec une moyenne qui diffe`re d’environ la moitie´ de l’e´cart-type
pour r > 90h−1Mpc par rapport a` la vraie valeur de ξ. On peut voir cela plus clairement sur les figures
4.6 qui montrent l’incertitude sur la moyenne empirique des N simulations, i.e. σˆ√
N
. Pour le catalogue
LRG VL, les moyennes des estimateurs sont pratiquement indistinguables de la vraie valeur.
Concernant les variances des estimateurs, elles sont bien plus faibles sur le catalogue LRG VL que
sur le catalogue Main VL. Ceci vient du fait que le volume est bien plus grand et que le bruit de
Poisson (i.e. le nombre fini de paires) reste faible pour un nombre de galaxies ND ≈ 34000 et des
intervalles de taille 10h−1Mpc.
On voit finalement que les estimateurs de Hamilton et Landy-Szalay sont bien meilleurs que les
autres estimateurs en terme de variance. Cela est en accord avec des e´tudes pre´ce´dentes (Pons-Border´ıa
et al. 1999; Kerscher et al. 2000) qui montrent une supe´riorite´ de ces estimateurs sur des catalogues
plus petits. Ceci est aussi en accord avec l’analyse dans Landy and Szalay (1993) qui fait une e´tude
analytique sur les processus de Poisson sans corre´lation. Dans ce cas, les estimateurs de Landy-Szalay
et de Hamilton ont une variance qui de´croˆıt en 1n¯ (i.e. en
1
V 2 , avec V le volume de l’e´chantillon), alors
que les estimateurs de Peebles-Hauser et de Davis-Peebles ont une variance qui de´croˆıt en 1n¯ (i.e. en
1
V ).
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Figure 4.6 – A gauche : Moyenne ξ¯ des diffe´rents estimateurs et incertitude sur cette moyenne s(ξˆ)√
N
avec N = 2000 re´alisations Main VL, Peebles-Hauser (violet), Davis-Peebles (bleu clair), Hamilton
(vert), Landy-Szalay (rouge) et mode`le ΛCDM a` z = 0.1 avec b = 1.5 (noir). A droite : Meˆme chose
avec N = 2000 re´alisations LRG VL, mais avec un mode`le ΛCDM a` z = 0.3 avec b = 2.5.
4.6 Conclusion
Comme on l’a vu dans ce chapitre, l’incertitude sur n¯ cause un biais dans les estimateurs de la
fonction de corre´lation, et notamment le biais connu sous le nom de contrainte inte´grale. Notre objectif
principal e´tait de quantifier ce biais dans le cadre du mode`le standard et pour les releve´s de galaxies
actuels, afin de ve´rifier la validite´ de l’analyse de la fonction de corre´lation.
En utilisant des simulations log-normales ΛCDM du releve´ SDSS DR7, on a montre´ que ce biais
est tre`s faible pour les releve´s de galaxies actuels, et qu’il devient d’autant plus faible que la taille du
releve´ augmente. Pour les processus de segments de Cox, l’effet devient faible lorsque les fluctuations
de masse dans la volume deviennent infe´rieures a` 3% (σ(V) < 0.03). Ce niveau d’homoge´ne´ite´ est
atteint l’e´chantillon Main VL. Toutefois la contrainte inte´grale a toujours un effet pour ce catalogue,
puisqu’elle cause un biais d’environ la moitie´ de l’e´cart-type s(ξˆ) pour r > 90h−1Mpc. Pour le catalogue
LRG VL, avec σ(V) ≈ 0.01, nous n’avons pu de´tecter aucun biais dans les estimateurs.
L’analyse classique de la fonction de corre´lation dans le cadre du mode`le ΛCDM est donc cohe´rente
et non biaise´e pour les releve´s de galaxies actuels. Ce re´sultat montre que le mode`le ΛCDM est testable
puisqu’il conduit a` une estimation non biaise´e de la fonction de corre´lation.
Au cours de notre e´tude, nous avons e´galement pu comparer les diffe´rents estimateurs. On a
ve´rifie´ les conclusions provenant d’e´tudes pre´ce´dentes, a` savoir que les estimateurs de Landy-Szalay
et de Hamilton ont des variances nettement plus faibles que les estimateurs de Peebles-Hauser et de
Davis-Peebles. Nous avons donne´ une raison de cette supe´riorite´, a` savoir la sensibilite´ des diffe´rents
estimateurs a` l’incertitude sur la densite´ moyenne n¯ (a` partir des quantite´s ˆ¯δ et Ψ(r) de la section
4.2.1) : les estimateurs de Peebles-Hausser et de Davis-Peebles de´pendent de cette fluctuation au
premier ordre, alors que les estimateurs de Hamilton et Landy-Szalay n’ont qu’une de´pendance au
second ordre.
Mentionnons enfin qu’une e´tude re´cente (Vargas Magan˜a et al. in prep.) se penche sur l’estimation
de la fonction de corre´lation, en conside´rant une ge´ne´ralisation des estimateurs que l’on a e´tudie´. L’ide´e
est de conside´rer toutes les combinaisons possibles des ratios DD, DR et RR au 1er et 2nd ordre. La
conclusion de cette e´tude est qu’un tel estimateur optimise´ sur toutes ces combinaisons permet une
ame´lioration de 20 a` 25% des barres d’erreur par rapport a` l’estimateur de Landy-Szalay.
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Comme on l’a vu dans la section 1.4, les mode`les CDM avec baryons pre´disent l’existence d’ondes
acoustiques (BAOs) dans le plasma chaud avant la recombinaison, quand les baryons et les photons
e´taient couple´s. Ces ondes sphe´riques sont ge´ne´re´es par la compe´tition entre la gravitation qui provoque
l’effondrement des surdensite´s et la pression des photons qui s’oppose a` cet effondrement. Environ
380,000 ans apre`s le Big Bang, il y a de´couplage des baryons et des photons, et ces ondes sphe´riques
se ’figent’ a` la distance de l’horizon sonique rs. A cause de leur grande taille, leur empreinte sur la
distribution de matie`re a principalement subie une e´volution line´aire et devrait eˆtre bien visible dans
les grandes structures actuelles.
L’existence des BAOs a d’abord e´te´ pre´vue the´oriquement dans Peebles and Yu (1970), et la
de´tection des BAOs dans les grandes structures de l’univers a` faible redshift est donc une confirmation
tre`s forte du paradigme cosmologique. Le fait d’observer le pic BAO a` l’e´chelle attendue dans les
grandes structures est plus pre´cise´ment un argument tre`s fort pour le mode`le standard actuel : un
mode`le CDM avec un e´volution line´aire aux grandes e´chelles a` partir d’un redshift z ≈ 1, 000 et avec
une composante d’e´nergie noire qui acce´le`re l’expansion.
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5.1 Les diffe´rentes me´thodes de de´tection des BAOs
5.1.1 Principe de la de´tection des BAOs
De´finissons les deux diffe´rentes hypothe`ses :
H0 : hypothe`se non-BAO
H1 : hypothe`se BAO
La de´tection des BAOs est e´quivalente a` ce proble`me de test d’hypothe`se. La proce´dure habituelle
en cosmologie est de choisir une statistique (test statistic) pour voir si les observations sont compatibles
avec H0. Si la statistique a une valeur tre`s improbable sous H0 (plus qu’un seuil donne´), l’hypothe`se
H0 est rejete´e et l’hypothe`se H1 est accepte´e.
On se restreint ici au cas ou` l’observation est donne´e par la fonction de corre´lation discre´tise´e
ξˆ = (ξˆi)1≤i≤n, mais les diffe´rentes me´thodes que l’on va pre´senter peuvent aussi s’appliquer au spectre
de puissance par exemple. Alors si l’on choisit une statistique S(ξˆ) a` partir de l’observation ξˆ, le test
d’hypothe`se de taille α peut eˆtre formule´ comme suit :
– si S(ξˆ) ≤ η alors accepter H1 (i.e. rejeter H0)
– si S(ξˆ) > η alors accepter H0 (i.e. rejeter H1)
ou` la taille α correspond a` la probabilite´ de rejeter H0 si H0 est vraie :
α = P
(
S(ξˆ) ≤ η |H0
)
(5.1)
En pratique, les tests avec des niveaux de seuil α pre´de´finis sont peu utilise´s en cosmologie, et il est
plus commun de citer le niveau de significativite´ correspondant a` la valeur obtenue pour la statistique.
Pour une re´alisation avec une valeur donne´e S(ξˆ) = x, la significativite´ (donne´e comme une valeur p)
est e´gale a` :
α(x) = P
(
S(ξˆ) ≤ x |H0
)
(5.2)
Une fac¸on plus re´pandue d’exprimer la significativite´ est de la quantifier comme un nombre de σ.
Il s’agit simplement du nombre d’e´cart-types par rapport a` la moyenne pour une variable Gaussienne,
qui correspond a` la valeur p obtenue :
α(x) = P (|X − µ| > kσ) (5.3)
ou` X est une variable Gaussienne X ∼ N (µ, σ), et kσ est l’expression de la significativite´ comme un
nombre de σ.
A notre connaissance, toutes les me´thodes qui ont e´te´ utilise´es pour la de´tection des BAOs ont
cette me´thodologie en commun, et fournissent un niveau de significativite´ soit en termes de nombre
de σ, soit en termes de valeur p. La diffe´rence entre les diffe´rentes me´thodes de de´tection provient
donc simplement des hypothe`ses H0, H1 ainsi que du choix de la statistique. En re´alite´, le niveau de
de´tection ne de´pend que du choix de H0 et de la statistique, mais l’hypothe`se H1 est souvent utilise´e
pour optimiser la statistique comme ce sera le cas pour le rapport de vraisemblance ge´ne´ralise´ dans
la section 5.3.
On va distinguer deux types de me´thodes pour la de´tection des BAOs. Le premier type de me´thode
base´e sur l’analyse en ondelette, est principalement sensible au pic BAO dans la fonction de corre´lation.
D’un autre coˆte´ les me´thodes de de´tection classiques, et notamment la me´thode classique du χ2, sont
base´es sur une mode´lisation statistique comple`te de l’estimateur ξˆ pour les hypothe`ses H0 et H1.
Me´thodes base´es sur un mode´lisation comple`te de ξˆ
La plupart des me´thodes de de´tection sont base´es sur la mode´lisation statistique de ξˆ pour chaque
hypothe`se H0 et H1. Ceci inclut la mode´lisation de l’espe´rance E
[
ξˆ
]
de l’estimateur ξˆ de la section
2.2.5, mais cela inclut aussi la mode´lisation de la variance de l’estimateur ξˆ, et notamment de la
matrice de covariance :
Cij = E
[(
ξˆ(ri)− E
[
ξˆ(ri)
])(
ξˆ(rj)− E
[
ξˆ(rj)
])]
(5.4)
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La plupart des analyses de la fonction de corre´lation font la mode´lisation simple suivante de la
fonction de corre´lation, pour un mode`le cosmologique avec parame`tre θ :
ξˆ ∼ N (ξθ, Cθ) (5.5)
De plus, les hypothe`ses BAO et non-BAO incluent une parame´trisation des mode`les de fonctions
de corre´lation, i.e. qu’elles permettent des variations des parame`tres cosmologiques :
H0 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξnoBAO,θ, CnoBAO,θ)
H1 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξBAO,θ, CBAO,θ)
Ide´alement, la mode´lisation de ξˆ dans les hypothe`ses H0 et H1 devrait eˆtre faite a` partir de
simulations N -corps pour chaque valeur de θ, ce qui n’imposerait pas la Gaussianite´ de ξˆ. On verra
toutefois dans la section 5.4.3 que la mode´lisation Gaussienne de ξˆ est particulie`rement bien ve´rifie´e
sur nos simulations log-normales.
La me´thode classique du χ2 pour la de´tection des BAOs qui est la plus couramment utilise´e, et
que l’on va pre´senter dans la section 5.2, fait encore une simplification importante des hypothe`ses H0
et H1. En effet la me´thode conside`re des hypothe`ses ou` la matrice de covariance de l’estimateur ξˆ est
constante pour tous les mode`les et les deux hypothe`ses (CnoBAO,θ = CBAO,θ = C). La raison de cette
simplification est la suivante : d’une part il est tre`s difficile d’e´valuer la matrice de covariance pour
de nombreuses valeurs de θ, et d’autre part la me´thode classique du χ2, qui requiert que la matrice
de covariance soit constante, est particulie`rement simple a` mettre en oeuvre. Dans la section 5.3, on
proposera une extension de la me´thode du χ2 qui n’impose pas une matrice de covariance constante
dans les hypothe`ses.
La distribution de ξˆ est entie`rement spe´cifie´e pour chaque hypothe`se lorsque l’on fixe θ, mais ce
n’est pas le cas lorsque θ peut varier. Dans le premier cas les hypothe`ses sont dites simples, alors que
dans le second cas les hypothe`ses sont dites composites 1.
La de´tection des BAOs a plus de sens lorsqu’on autorise des variations de θ dans les hypothe`ses. En
effet, on ne connaˆıt pas avec une pre´cision parfaite les parame`tres au sein des mode`les cosmologiques
actuels (l’un des objectifs majeurs de la cosmologie moderne est en re´alite´ de mieux contraindre ces
parame`tres). On verra au cours des sections 5.2 et 5.3 qu’il y a des difficulte´s inhe´rentes aux tests
d’hypothe`ses composites.
Mentionnons a` ce stade qu’un autre type d’approche permet aussi de tester deux hypothe`ses H0
et H1 incluant un parame`tre de variation θ. Il s’agit d’une approche baye´sienne de comparaison de
mode`les base´e sur le facteur de Bayes.
Dans le cas qui nous inte´resse, les probabilite´s baye´siennes des hypothe`ses H0 et H1 sont donne´es
par :
P (H0 | ξˆ) = P (ξˆ |H0)P (H0)
P (ξˆ)
(5.6)
P (H1 | ξˆ) = P (ξˆ |H1)P (H1)
P (ξˆ)
(5.7)
ou` les termes P (ξˆ |H0) et P (ξˆ |H1) peuvent eˆtre vus comme des vraisemblances.
Le facteur de Bayes est alors construit comme le ratio de ces deux termes :
K =
P (ξˆ |H1)
P (ξˆ |H0)
=
∫
P (ξˆ |H1, θ)P (θ |H1)dθ∫
P (ξˆ |H0, θ)P (θ |H0)dθ
(5.8)
Selon la valeur de K, l’hypothe`se H1 est privile´gie´e ou non pour rapport a` l’hypothe`se H1 (avec
une confiance d’autant plus importante que K est grand).
Un des avantages de cette approche est qu’elle permet des parame´trisations diffe´rentes θ0 et θ1
dans les hypothe`ses (et notamment elle ne force pas une parame´trisation de meˆme dimension). Son
1. En statistiques une hypothe`se est dite simple lorsque la distribution de la variable est comple`tement spe´cifie´e. Elle
est dite composite lorsque la distribution n’est pas comple`tement spe´cifie´e. Par exemple l’union d’hypothe`ses simples
donne une hypothe`se composite.
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inconve´nient majeur est qu’elle oblige un traitement baye´sien complet, et donc de choisir des proba-
bilite´s a priori P (θ |H0) et P (θ |H1) sur θ. Du fait du caracte`re quelque peu arbitraire de ce choix,
nous nous sommes restreint dans notre e´tude aux tests d’hypothe`ses classiques, que l’on a de´taille´s
plus haut, et qui sont ge´ne´ralement utilise´s en cosmologie.
Me´thodes d’analyse en ondelette
Les BAOs se manifestent comme un pic caracte´ristique dans la fonction de corre´lation a` une
e´chelle proche de l’horizon sonique rs. Pour de´tecter ce pic caracte´ristique de nouvelles me´thodes ont
e´te´ utilise´es re´cemment, et sont base´es sur l’analyse en ondelette (Xu et al. 2010; Tian et al. 2011;
Arnalte-Mur et al. 2012). La transforme´e en ondelettes est apparue dans les anne´es 80, et a depuis
e´te´ utilise´e avec succe`s dans de nombreux domaines, et notamment en traitement d’images (Mallat
2008; Starck et al. 2010). Cette transformation est particulie`rement utile pour l’analyse de donne´es a`
diffe´rentes e´chelles, et pour l’identification de structures caracte´ristiques.
Dans le cas qui nous inte´resse, la structure caracte´ristique est le pic BAO dans la fonction de
corre´lation, et l’analyse a` diffe´rentes e´chelles est utile pour prendre en compte l’incertitude sur sa
forme et sa taille apparentes 2. En effet, meˆme si le pic BAO est un e´talon standard (i.e. que sa taille
est bien connue en coordonne´es comobiles), sa taille apparente de´pendent de la cosmologie fiducielle
utilise´e pour convertir les redshifts en distance. L’incertitude sur la forme du pic BAO provient de
possibles erreurs de mode´lisation pour l’e´volution non line´aire (voir section 1.3.4), les distortions de
redshift (voir section 2.2.3) et le biais de´pendant d’e´chelle (voir section 2.2.2).
Pour ces me´thodes, une ondelette w = (w(ri))1≤i≤n de dimension n agit comme un de´tecteur de pic
(peak finder) pour de´tecter le pic BAO dans la fonction de corre´lation estime´e (ξˆ(ri))1≤i≤n. L’ondelette
w(R, s) est parame´trise´e par R et s, qui controˆlent respectivement l’e´chelle et la largeur du pic. Une
fac¸on simple de proce´der consiste a` prendre une ondelette me`re w0 et d’effecteur la transformation
suivante (voir figure 5.1) :
wi(R, s) = w0
(
ri −R
s
)
(5.9)
On obtient alors une version filtre´e Sw(R, s) de la fonction de corre´lation pour chaque paire (R, s) :
Sw(R, s) =
〈
w(R, s), ξˆ
〉
=
n∑
i=1
wi(R, s)ξˆ(ri) (5.10)
L’e´tape suivante consiste a` diviser Sw(R, s) par le bruit σw(R, s) sous H0 pour chaque paire (R, s),
afin d’obtenir le Z-score Zw(R, s) (ou signal sur bruit). Les parame`tres (Rmax, smax) qui donnent le
Z-score maximum sont alors utilise´s pour estimer l’e´chelle et la taille du pic BAO :
Zw(R, s) =
Sw(R, s)
σw(R, s)
(5.11)
Zmaxw = Zw(Rmax, smax) (5.12)
Pour rejeter H0, on ge´ne`re des simulations sans BAOs et l’on calcule avec quelle probabilite´ on
trouve une valeur de Zmaxw aussi forte que pour les observations. Cela donne la significativite´ de la
de´tection. Il faut noter que les e´tudes Arnalte-Mur et al. (2012) et Tian et al. (2011) n’ont utilise´ qu’un
seul mode`le pour l’hypothe`se H0, et non une classe de mode`les qui tiendrait compte des variations des
parame`tres cosmologiques. L’ide´e sous-jacente est que des variations des parame`tres cosmologiques
n’alte´reraient pas beaucoup l’analyse. En effet la parame´trisation de l’ondelette permet notamment
d’eˆtre peu sensible aux dilatations d’e´chelles. L’hypothe`se H0 qui est re´ellement rejete´e est donc plus
vaste qu’un simple mode`le dans H0, mais l’hypothe`se comple`te est difficile a` formuler rigoureusement.
2. On utilise ici le terme de taille apparente, comme la taille d’un objet vu en coordonne´es fiducielles. Cette taille
apparente est diffe´rente de sa vraie taille vue en coordonne´es comobiles. En effet l’objet est de´forme´ en coordonne´es
fiducielles par rapport aux coordonne´es comobiles, puisque l’on utilise pas la bonne conversion redshift-distance
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Figure 5.1 – Diffe´rentes ondelettes me`re utilise´es pour de´tecter les BAOs. On montre l’ondelette
’chapeau mexicain’ avec les parame`tres R = 113.6h−1Mpc, s = 20h−1Mpc (en bleu) de l’e´tude Tian
et al. (2011) et la BAOlet avec les parame`tres R = 116h−1Mpc, s = 36h−1Mpc (en rouge) de l’e´tude
Arnalte-Mur et al. (2012). Ces parame`tres correspondent aux re´ponses maximum Zmaxw dans les e´tudes
respectives Tian et al. (2011) et Arnalte-Mur et al. (2012).
Avantages et inconve´nients de chaque type de me´thodes
L’avantage majeur des me´thodes utilisant des ondelettes est qu’elles sont principalement sensibles
au pic BAO dans la fonction de corre´lation, et non a` sa forme globale. Elles permettent aussi de ne
pas eˆtre affecte´ par des erreurs de mode´lisation en autorisant des variations de la largeur du pic BAO.
Ainsi les me´thodes en ondelettes permettent de de´tecter le pic BAO tout en e´tant robustes aux erreurs
de mode´lisation dans la fonction de corre´lation.
Le prix a` payer est qu’elles sont moins performantes que les autres me´thodes lorsque la mode´lisation
de H0 et H1 est correcte. Comme on va le voir dans la section 5.2, la statistique optimale pour tester
deux hypothe`ses simples H0 et H1 est le rapport de vraisemblance. Dans le cas qui nous inte´resse,
les hypothe`ses sont composites mais on peut quand meˆme conside´rer un rapport de vraisemblance
ge´ne´ralise´ comme on le verra dans les section 5.2 et 5.3. On verra dans la section 5.5.2 que l’utilisation
du rapport de vraisemblance est effectivement justifie´e. Etant donne´ que les statistiques base´es sur
les transforme´es en ondelettes ne sont pas directement lie´es au rapport de vraisemblance, on s’attend
donc a` de moins bons re´sultats.
5.1.2 Historique de la de´tection des BAOs dans les grandes structures
La premie`re de´tection convaincante des BAOs dans les grandes structures a e´te´ faite a` un niveau
de significativite´ de 3.4σ dans Eisenstein et al. (2005) avec l’analyse de la fonction de corre´lation dans
l’e´chantillon LRG du SDSS DR3. Cela a e´te´ suivi par de nombreuses autres de´tections, comme dans
Cole et al. (2005) avec l’analyse du spectre de puissance du 2dFGRS a` un niveau de 2.5σ. L’analyse du
spectre de puissance a aussi e´te´ utilise´e dans Hu¨tsi (2006) avec une de´tection a` 3.3σ dans l’e´chantillon
LRG du SDSS DR4. Dans Percival et al. (2007) (respectivement Percival et al. (2010)) l’analyse
combine´e du spectre de puissance des e´chantillons LRG et Main du SDSS DR5 (respectivement DR7)
ainsi que du 2dFGRS a donne´ une de´tection a` 3σ (respectivement 3.6σ). Dans Xu et al. (2012) la
technique de reconstruction du pic BAO (BAO reconstruction, pour une revue sur le principe de cette
technique on renvoie le lecteur a` Eisenstein et al. (2007a)) a permis de passer d’une de´tection a` un
niveau de 3σ a` un niveau de 4σ sur l’analyse de la fonction de corre´lation de l’e´chantillon LRG du
SDSS DR7.
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Des e´tudes sur les releve´s plus re´cents a` diffe´rents redshifts ont confirme´ la pre´sence des BAOs dans
les grandes structures. Dans Blake et al. (2011a) l’analyse du spectre de puissance du WiggleZ Dark
Energy Survey a` un plus haut redshift de z = 0.6 a permis une de´tection a` 3.2σ. L’e´tude de la fonction
de corre´lation dans le releve´ 6dFGRS a` faible redshift z = 0.106 a permis une de´tection a` 2.4σ dans
Beutler et al. (2011). En combinant les releve´s WiggleZ, SDSS LRG et 6dFGRS, Blake et al. (2011b)
a obtenu une de´tection a` 4.9σ avec la fonction de corre´lation. Finalement Anderson et al. (2012) a
obtenu une de´tection a` 5σ avec la fonction de corre´lation du releve´ BOSS (i.e. le SDSS DR9).
Ces de´tections ont toutes e´te´ base´es sur une mode´lisation comple`te de l’estimateur de la fonction
de corre´lation (ou du spectre de puissance) et correspondent donc au type de me´thode pre´sente´ dans
la section 5.1.1.
D’autres analyses ont utilise´es le type de me´thodes plus complexes pre´sente´es dans la section 5.1.1,
i.e. qu’elles sont base´es sur l’analyse en ondelette pour de´tecter le pic de la fonction de corre´lation duˆ
aux BAOs. Avec ce type de technique, Arnalte-Mur et al. (2012) obtient une de´tection a` 4.4σ a` partir
de la corre´lation entre les e´chantillons LRG et Main du SDSS DR7, tandis que Tian et al. (2011)
obtient une de´tection a` 4σ a` partir de la fonction de corre´lation de l’e´chantillon Main du SDSS DR7.
On doit garder a` l’esprit que ces diffe´rents niveaux de de´tection ne sont en ge´ne´ral pas compa-
rables, puisqu’ils ne correspondent pas force´ment a` la meˆme hypothe`se H0 rejete´e. Par exemple dans
Eisenstein et al. (2005) et Cole et al. (2005) l’hypothe`se H0 est compose´e de mode`les ze´ro-baryon
(mode`les CDM purs), alors que dans Hu¨tsi (2006) et Blake et al. (2011a) l’hypothe`se H0 est compose´e
de mode`les ’no wiggles’ de Eisenstein and Hu (1998) qui suppriment la signature du pic BAO dans
la fonction de corre´lation mais conservent la suppression de puissance aux e´chelles interme´diaires due
aux baryons. Dans Percival et al. (2007) et Percival et al. (2010) les mode`les H0 autorisent un lissage
du spectre de puissance par des splines (i.e. qu’il y a marginalisation des spectres de puissance sur
l’espace des splines). Concernant les analyses en ondelettes de Arnalte-Mur et al. (2012) et Tian et al.
(2011), elles sont base´es sur la de´tection d’une re´ponse maximum en espace ondelettes, qui traduit
l’existence d’un pic de corre´lation duˆ aux BAOs. L’hypothe`se H0 rejete´e par ces me´thodes est en
re´alite´ difficile a` formuler rigoureusement, ce qui rend donc la comparaison avec d’autres me´thodes
difficile.
Meˆme lorsque les me´thodes de de´tection sont identiques (i.e. base´s sur les meˆmes hypothe`ses et
utilisant les meˆmes statistiques), ce n’est pas parce que les releve´s deviennent plus grands que les
niveaux de de´tection doivent ne´cessairement croˆıtre. Le niveau de de´tection a bien entendu tendance
a` augmenter, mais la variance d’e´chantillon provoque une variabilite´ du niveau de de´tection, si bien
qu’il y a une part d’ale´atoire dans cette mesure.
Du fait de cette part d’ale´atoire, il faut aussi se me´fier des analyses a posteriori ou` l’on construirait
une statistique, simplement pour optimiser le niveau de de´tection sur les donne´es (alors qu’une bonne
proce´dure pour construire une statistique consiste a` optimiser le niveau de de´tection moyen sur des
simulations).
5.1.3 But du travail dans ce chapitre
Dans ce chapitre on s’inte´resse a` la question de la de´tection des BAOs, principalement d’un point
de vue statistique. On vient d’exposer la principe ge´ne´ral de la de´tection de ce pic caracte´ristique
(et notamment les diffe´rents types de me´thodes existantes). On a vu notamment que la de´tection
des BAOs est e´quivalente a` un test d’hypothe`ses. Il s’ensuit que les diffe´rentes me´thodes ne sont
comparables que pour un meˆme choix d’hypothe`ses, et qu’il est tre`s important de bien formuler les
hypothe`ses afin que la de´tection des BAOs ait un sens.
On va maintenant e´tudier en de´tails la me´thode classique utilise´e pour la de´tection, base´e sur la
statistique du χ2. On va montrer que cette me´thode suppose des hypothe`ses H0 et H1 avec la forme
suivante :
H0 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξnoBAO,θ, C)
H1 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξBAO,θ, C)
On va e´tudier la validite´ de cette mode´lisation statistique de ξˆ. Pour cela, on va utiliser une nouvelle
proce´dure nous permettant d’obtenir des simulations log-normales sur une grille en θ = (ωm, α,B)
en un temps raisonnable. Le parame`tre ωm = Ωmh
2 correspond a` la densite´ de matie`re, α est la
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parame`tre de dilatation introduit dans la section 2.2.5 et B est un parame`tre d’amplitude constant
dans la fonction de corre´lation.
Ces simulations vont nous permettre d’obtenir une matrice de covariance re´aliste Cθ pour ξˆ en
fonction de θ. On va d’abord ve´rifier l’absence de biais dans l’estimateur de Landy-Szalay et pour
diffe´rents mode`les cosmologiques utilise´es dans les simulations. On va e´galement ve´rifier la validite´ de
l’hypothe`se de Gaussianite´ sur ξˆ. Il ne restera donc qu’a` e´tudier la validite´ de l’approximation de Cθ
par une matrice constante C dans les hypothe`ses H0 et H1 de la me´thode classique.
En conside´rant des hypothe`ses avec une matrice de covariance constante C, on verra que la me´thode
classique du χ2 donne effectivement une bonne approximation de la vraie significativite´. Toutefois
lorsque l’on va conside´rer des hypothe`ses avec la matrice de covariance Cθ de nos simulations, on
verra que la me´thode classique du χ2 donne des significativite´s grossie`rement incorrectes. Cela va
notamment montrer que l’approximation de Cθ par une matrice constante C fausse grandement la
proce´dure de de´tection des BAOs.
On proposera une nouvelle me´thode qui permet d’obtenir des significativite´s rigoureuses, meˆme
dans le cas d’hypothe`ses re´alistes avec la matrice Cθ, et qui utilise une statistique ∆l donnant de
meilleures significativite´s dans ce cas.
5.2 Me´thode classique pour la de´tection des BAOs
La me´thode standard pour de´tecter les BAOs est base´e sur la statistique du χ2. A la diffe´rence
des me´thodes base´es sur les ondelettes, cette me´thode est tre`s de´pendante du mode`le, et elle est donc
surtout utile quand tous les effets intervenant dans la fonction de corre´lation sont bien compris et
mode´lise´s.
5.2.1 La statistique du χ2
Pour une fonction de corre´lation estime´e ξˆ ∼ N (ξm, C) de dimension n, la statistique du χ2 s’e´crit :
χ2 =
〈
ξˆ − ξm, C−1(ξˆ − ξm)
〉
(5.13)
=
∑
1≤i,j≤n
[
ξˆ(ri)− ξm(ri)
]
C−1i,j
[
ξˆ(rj)− ξm(rj)
]
(5.14)
En supposant que le mode`le est correct (i.e. ξˆ ∼ N (ξm, C)), la statistique du χ2 suit une loi χ2n,
i.e. une loi du χ2 a` n degre´s de liberte´. La loi χ2n peut s’interpre´ter comme celle qui est suivie par
le carre´ de n variables Gaussiennes centre´es re´duites. Ainsi si X1, . . ., Xn sont de telles variables
inde´pendantes, alors
∑n
k=1X
2
k suit une loi χ
2
n.
5.2.2 La me´thode du χ2 pour la de´tection des BAOs
Montrons comment fonctionne la proce´dure qui est utilise´e classiquement pour la de´tection des
BAOs. On note θ = (θ1, . . . , θk) ∈ Θ les parame`tres dont de´pendent les fonctions de corre´lation avec
et sans BAOs, ξBAO,θ et ξnoBAO,θ. Les hypothe`ses sont donne´es par :
H0 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξnoBAO,θ, C)
H1 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξBAO,θ, C)
La me´thode du χ2 teste des hypothe`ses avec une matrice de covariance constante C. Les parame`tres
de θ ne repre´sentent pas directement les parame`tres cosmologiques usuels mais ils leur sont lie´s. Par
exemple dans Eisenstein et al. (2005), ils sont donne´s par un parame`tre de dilatation α (pour mode´liser
l’effet d’une cosmologie fiducielle pour convertir les redshift en distances), un parame`tre d’amplitude
B = b2 (pour mode´liser l’effet du biais des galaxies par rapport a` la matie`re, des redshift distortions, et
pour le normalisation du spectre de puissance σ8), et le parame`tre ωm = Ωmh
2 (qui de´termine l’e´chelle
de l’horizon a` l’e´poque de l’e´galite´ matie`re-radiation, l’amplitude du pic BAO et plus mode´re´ment
la position du pic). D’autres parame`tres ont aussi un impact sur la vraie fonction de corre´lation
(ωb = Ωbh
2 et l’indice spectral n), mais ils sont mieux contraints pas les mesures sur le CMB et on
peut les fixer en 1e`re approximation. Dans ce chapitre, nous utiliserons la meˆme parame´trisation.
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On peut donc de´finir des statistiques χ2 en fonction de θ :
χ2BAO,θ =
〈
ξˆ − ξBAO,θ, C−1(ξˆ − ξBAO,θ)
〉
(5.15)
χ2noBAO,θ =
〈
ξˆ − ξnoBAO,θ, C−1(ξˆ − ξnoBAO,θ)
〉
(5.16)
Pour chaque classe de mode`les on peut regarder les valeurs du meilleur fit du χ2, minθ χ
2
noBAO,θ et
minθ χ
2
BAO,θ. L’approximation habituelle est de conside´rer que le meilleur fit du χ
2 suit une loi χ2n−k
si le vrai mode`le fait partie de la classe de mode`les utilise´e pour le fitting. Donc le nombre de degre´s
de liberte´ de´croˆıt du nombre de parame`tres du fit par rapport au χ2 avec le vrai mode`le de l’e´quation
(5.13). Soulignons que ce re´sultat n’est rigoureusement valide que si l’espace des mode`les de fonctions
de corre´lation est affine (voir annexe B.2) 3.
Ce re´sultat peut eˆtre utilise´ avec minθ χ
2
BAO,θ pour ve´rifier que la mesure est compatible avec H1.
Plus pre´cise´ment, on peut tester si minθ χ
2
BAO,θ est compatible avec la distribution χ
2
n−k suivie par
cette variable si H1 est vraie :
min
θ
χ2BAO,θ ∼ χ
2
n−k si H1 est vraie (5.17)
Pour rejeter l’hypothe`se H0, la proce´dure habituelle est plus complexe. Pour comprendre cette
proce´dure, on doit ajouter un parame`tre artificiel dans le fit, afin de re´unir les 2 classes de mode`les.
Par exemple ce parame`tre, que l’on va nommer β, peut eˆtre une ponde´ration de ξBAO,θ et ξnoBAO,θ
dans le mode`le de fonction de corre´lation :
ξβ,θ = β ξBAO,θ + (1− β) ξnoBAO,θ (5.18)
Sous H0, la vraie fonction de corre´lation (l’espe´rance de la fonction de corre´lation mesure´e E[ξˆ]
s’il n’y a pas de biais) est de la forme ξnoBAO,θ pour la vrai valeur du parame`tre θ = θ0. Mais elle
est e´galement de la forme ξβ,θ avec β = 0 et θ = θ0. Ainsi le meilleur fit χ
2 dans la classe non-BAO
suit une loi χ2n−k, et le meilleur fit χ
2 dans la classe e´tendue suit une loi χ2n−(k+1) (puisque β est un
parame`tre additionnel).
On est dans le cas de 2 classes de mode`les imbrique´es, qui contiennent toutes les 2 le vrai mode`le.
Dans ce cas la diffe´rence entre les valeurs de meilleur fit suit une loi du chi-carre´ avec un nombre
de degre´ de liberte´ e´gal a` la diffe´rence du nombre de parame`tres entre les 2 classes. A nouveau ce
re´sultat n’est pas rigoureusement valide dans le cas ge´ne´ral, mais seulement si les espaces des mode`les
de fonctions de corre´lation sont affines (voir annexe B.2).
Ici il n’y a qu’un parame`tre additionnel, β, dans la classe e´tendue. Ainsi la diffe´rence des meilleurs
fit du χ2 suit une loi χ21 :
∆χ2global = min
θ
χ2noBAO,θ −min
β,θ
χ2β,θ ∼ χ
2
1 (5.19)
Ceci montre qu’ajouter un parame`tre additionnel, qui n’est pas requis par le vrai mode`le, ne fait
que de´croˆıtre mode´re´ment la valeur du meilleur fit. Pour rejeter H0, on peut regarder la diffe´rence
∆χ2global et calculer la probabilite´ d’obtenir une telle valeur sous H0, i.e. pour une loi χ21.
En pratique, le meilleur fit dans la classe e´tendue est remplace´e par le meilleur fit dans la classe
BAO (i.e. en restreignant a` β = 1) :
∆χ2 = min
θ
χ2noBAO,θ −min
θ
χ2BAO,θ (5.20)
Cette diffe´rence ∆χ2 est ne´cessairement infe´rieure a` ∆χ2global de l’e´quation (5.19), qui suit une loi
χ21 sous H0. En effet on a minθ χ2BAO,θ ≥ minβ,θ χ2β,θ et donc ∆χ2 ≤ ∆χ2global.
Ainsi pour une re´alisation avec une valeur donne´e ∆χ2 = x, on a :
P (∆χ2 > x |H0) ≤ P (∆χ2global > x |H0) (5.21)
3. Rappelons que la fonction de corre´lation mesure´e ξˆ et la fonction de corre´lation the´orique ξm(θ) sont des vecteurs
n-dimensionnels, i.e. sont des versions discre´tise´es de leur e´quivalent continu. Donc l’ensemble des mode`les de corre´lation
(ξm(θ))θ∈Θ constitue un sous-espace de R
n, qui a doit eˆtre un espace affine de dimension k pour que le re´sultat mentionne´
soit valide.
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Une loi χ21 est simplement la loi suivie par la carre´ d’une variable normale centre´e re´duite. Si l’on
note Φ la fonction cumulative d’une fonction Gaussienne centre´e re´duite, comme ∆χ2global ∼ χ
2
1, on
obtient pour x ≥ 0 :
P (∆χ2 > x |H0) ≤ P (∆χ2global > x |H0) = 2Φ(−
√
x) (5.22)
ce qui correspond a` un nombre de σ e´gal a`
√
x pour une loi normale. Ainsi, quand ∆χ2 ≥ 0, on peut
e´valuer la significativite´ de la de´tection des BAOs comme
√
∆χ2.σ.
Dans Eisenstein et al. (2005) cette statistique est e´gale a` ∆χ2 = 11.7, ce qui correspond a` une
de´tection a` 3.4σ avec cette me´thode. Dans Percival et al. (2010) elle est e´gale a` ∆χ2 = 13.1, corres-
pondant a` une de´tection a` 3.6σ.
A cause de l’ine´galite´ dans l’e´quation (B.12) la me´thode peut sembler conservatrice. Cependant
comme les hypothe`se de la me´thode ne sont pas ve´rifie´es, on verra dans la section 5.5.1 que la me´thode
peut en fait surestimer la significativite´.
5.2.3 Limitations de la me´thode du χ2
Le lemme de Neyman-Pearson indique que lorsque l’on effectue un test d’hypothe`ses entre H0 et
H1, le test le plus puissant est base´ sur le rapport de vraisemblance :
Λ(ξˆ) =
LH0(ξˆ)
LH1(ξˆ)
(5.23)
Plus pre´cise´ment, le test le plus puissant de taille α est le suivant :
– si Λ(ξˆ) ≤ η alors accepter H1 (i.e. rejeter H0)
– si Λ(ξˆ) > η alors accepter H0 (i.e. rejeter H1)
avec α la probabilite´ de rejeter H0 si H0 est vraie (risque de premie`re espe`ce) :
α = P
(
Λ(ξˆ) ≤ η |H0
)
(5.24)
La puissance du test est de´finie comme la probabilite´ d’accepter H1 si cette hypothe`se est vraie.
Elle est e´gale a` 1−β, avec β la probabilite´ de rejeter H1 si cette hypothe`se est vraie (risque de seconde
espe`ce) :
β = P
(
Λ(ξˆ) > η |H1
)
(5.25)
Comme on l’a vu dans la section 5.1.1, les tests avec des niveaux de seuil pre´de´finis sont peu utilise´s
en cosmologie, et il est plus commun de citer le niveau de significativite´ correspondant a` la valeur
obtenue pour la statistique. Pour une re´alisation avec une valeur donne´e Λ(ξˆ) = x, la significativite´
(donne´e comme une valeur p) est e´gale a` :
α(x) = P
(
Λ(ξˆ) ≤ x |H0
)
(5.26)
Comme on le montre en annexe B.3, le lemme de Neyman-Pearson implique que l’espe´rance de la
significativite´ obtenue de cette manie`re sous H1, est meilleure avec Λ(ξˆ) qu’avec n’importe quelle autre
statistique. Plus pre´cise´ment, sous H1, l’espe´rance de la valeur p de l’e´quation (5.26) est plus petite
et l’espe´rance du nombre de σ est plus grand pour Λ(ξˆ) que pour n’importe quelle autre statistique.
Il faut noter que la statistique Λ(ξˆ) est optimale dans ce sens, mais on doit connaˆıtre sa distribution
sous H0 (pour calculer la significativite´ α(x) correspondant a` une re´alisation Λ(ξˆ) = x). De plus dans
le cas d’hypothe`ses composites, la significativite´ n’est pas bien de´finie. L’avantage de la statistique
∆χ2global est que sa distribution est identique pour tous les mode`les inclus dans H0 (une distribution
χ21). Dans ce cas on est capable de donner une significativite´ meˆme pour des hypothe`ses composites.
Toutefois comme on l’a vu plus haut, ce re´sultat ne´cessite que les espaces des mode`les des fonctions
de corre´lation soient affines. Comme cela n’a pas de raison d’eˆtre ve´rifie´ en pratique, on verra avec des
simulations dans la section 5.5.1 que la loi de ∆χ2global est tre`s diffe´rente d’une loi χ
2
1. Le fait que la
me´thode du χ2 utilise la statistique ∆χ2 et non ∆χ2global va toutefois compenser cette erreur comme
on le verra dans la section 5.5.1.
94 De´tection des Oscillations Baryoniques Acoustiques
Cependant la me´thode du χ2 va atteindre ses limites lorsque l’on conside`re des hypothe`ses plus
re´alistes, avec une matrice de covariance de´pendant du mode`le :
H0 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξnoBAO,θ, CnoBAO,θ)
H1 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξBAO,θ, CBAO,θ)
Conside´rons le cas ou` les parame`tres θ sont donne´s par θ = (ωm, α,B). Pour l’illustration, prenons
un mode`le simple ou` la matrice de covariance ne de´pend que du biais de normalisation B. Cela donne
un facteur multiplicatif B dans le mode`le de fonction de corre´lation. Dans la fonction de corre´lation
estime´e ξˆ, cela donne aussi un facteur multiplicatif B en ne´gligeant le bruit de Poisson duˆ au nombre
fini de paires (ceci est d’autant mieux ve´rifie´ que les intervalles de distance sont grands). Il s’agit donc
en premie`re approximation d’un facteur multiplicatif B2 dans la matrice de covariance :
CBAO,θ = CnoBAO,θ ∝ B2C (5.27)
Dans la me´thode du χ2 classique, χ2BAO,θ et χ
2
noBAO,θ sont calcule´s avec une matrice de covariance
constante C. Ainsi pour une re´alisation B0ξˆ avec A ≥ 0, on obtient le meilleur fit BAO :
min
θ
χ2BAO,θ(B0ξˆ)
= min
θ
〈
B0ξˆ − ξBAO,θ, C−1(B0ξˆ − ξBAO,θ)
〉
= B20 min
θ
〈
ξˆ − 1
B0
ξBAO,θ, C
−1
(
ξˆ − 1
B0
ξBAO,θ
)〉
= B20 min
θ
χ2BAO,θ(ξˆ) (5.28)
La dernie`re e´galite´ vient du roˆle de B, qui permet n’importe quelle normalisation positive du
mode`le. Le meˆme raisonnement peut eˆtre applique´ pour minθ χ
2
noBAO,θ qui est multiplie´ par B
2
0 , et
donc la statistique ∆χ2 est aussi multiplie´e par B20 .
Avec les hypothe`ses ou` la matrice de covariance varie comme B2, des re´alisations de H0 avec
θ = (ωm, α,B2) peuvent eˆtre obtenues a` partir de re´alisations de H0 avec θ = (ωmh2, α,B1) avec
une multiplication par B2/B1. Ainsi il y a une dilatation d’un facteur (B2/B1)
2 de la distribution de
∆χ2 entre les 2 mode`les. Cela cre´e de grandes diffe´rences entre les 2 mode`les dans H0, de sorte que
la significativite´ donne´e par la me´thode classique du χ2 est fausse. La conclusion est que la me´thode
classique du χ2 ne peut pas eˆtre utilise´e dans le cas d’une matrice de covariance de´pendant du mode`le.
5.3 Nouvelle me´thode pour la de´tection des BAOs
Dans cette section on propose deux modifications a` la me´thode classique du χ2 pour surmonter
ces limitations. Une premie`re modification permet d’obtenir une significativite´ correcte dans tous les
cas. Ainsi, au contraire de la me´thode classique du χ2, notre me´thode peut eˆtre applique´e avec des
hypothe`ses ou` la matrice de covariance de´pend du mode`le :
H0 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξnoBAO,θ, CnoBAO,θ)
H1 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξBAO,θ, CBAO,θ)
La fac¸on de calculer rigoureusement la valeur p pour une mesure ∆χ2 = x est de conside´rer le pire
cas possible dans l’hypothe`se H0 :
p(x) = max
θ∈Θ
P (∆χ2 ≥ x |H0, θ) (5.29)
Donc pour chaque mode`le dans H0, la valeur p de la mesure ∆χ2 = x est infe´rieure a` p(x). Si l’on
conside`re la significativite´ s(x)σ correspondant a` cette valeur p, on obtient que tous les mode`les dans
H0 sont rejete´s a` au moins s(x)σ. Il faut noter que ceci est la plus grande significativite´ que l’on peut
obtenir si l’on veut rejeter tous les mode`les H0 simultane´ment.
Cette fac¸on d’obtenir la significativite´ ne repose sur aucune hypothe`se de re´gularite´, a` la diffe´rence
de la me´thode du χ2 classique. Cependant cela requiert plus de travail (et engendre plus de difficulte´s)
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pour calculer la distribution de ∆χ2 pour tous les mode`les dans H0. On verra pre´cise´ment comment
ceci est possible dans les sections 5.5.1 et 5.5.2, ou` l’on applique notre me´thode sur des simulations.
La seconde modification que l’on propose concerne la statistique elle-meˆme. Comme on a vu dans
la section 5.2.3, la statistique optimale pour tester des hypothe`ses simples H0 et H1 est le rapport de
vraisemblance. Cependant lorsqu’on travaille avec des hypothe`ses composites, les vraisemblances ne
sont pas bien de´finies. En effet, elles sont de´finies pour chaque mode`le dans H0 et H1 mais elles ne
sont pas de´finies pour les hypothe`ses H0 et H1 elles-meˆmes. L’ide´e de la statistique ∆χ2 est qu’elle
peut eˆtre vue comme un rapport de vraisemblance ge´ne´ralise´ entre des hypothe`ses composites. En
effet dans le cas spe´cial d’une matrice de covariance constante, on a :
∆χ2 = min
θ
χ2noBAO,θ −min
θ
χ2BAO,θ
= −2
[
max
θ
ln (LnoBAO,θ)−max
θ
ln (LBAO,θ)
]
= −2 ln
[
maxθ LnoBAO,θ
maxθ LBAO,θ
]
(5.30)
ou` on a utilise´ la relation suivante entre χ2 et la vraisemblance dans le cas d’une matrice de covariance
constante :
Lθ = 1|C|1/2 e
− 12 〈ξˆ−ξθ,C−1 (ξˆ−ξθ)〉 = 1|C|1/2 e
− 12χ2θ (5.31)
−2 lnLθ = χ2θ + const (5.32)
Ceci est seulement valide pour une matrice de covariance constante. Pour e´tendre cette ide´e dans
le cas d’une matrice de covariance qui de´pend du mode`le, on conside`re simplement la statistique :
∆l = −2
[
max
θ
ln (LnoBAO,θ)−max
θ
ln (LBAO,θ)
]
(5.33)
On utilise la notation ∆l parce que cela de´signe une diffe´rence de log-vraisemblances (i.e. le loga-
rithme d’un rapport de vraisemblance). C’est un le´ger abus de notation car ne n’est pas une diffe´rence
de log-vraisemblances au sens strict (mais plutoˆt ce que l’on a appele´ pre´ce´demment un rapport de
vraisemblance ge´ne´ralise´). A la diffe´rence de ∆χ2, ∆l reste un rapport de vraisemblance ge´ne´ralise´
pour des matrices de covariance de´pendant du mode`le. Cela devrait donc donner de meilleurs re´sultats
dans ce cas, comme on le ve´rifiera dans la section 5.5.2.
Dans le cas d’une matrice de covariance de´pendant du mode`le, les vraisemblances sont donne´es
par :
LBAO,θ ∝ |CBAO,θ|−1/2 e− 12χ2BAO,θ (5.34)
LnoBAO,θ ∝ |CnoBAO,θ|−1/2 e− 12χ2noBAO,θ (5.35)
(5.36)
ou` χ2BAO,θ et χ
2
noBAO,θ sont calcule´s en prenant en compte les variations de la matrice de covariance :
χ2BAO,θ =
〈
ξˆ − ξBAO,θ, C−1BAO,θ (ξˆ − ξBAO,θ)
〉
(5.37)
χ2noBAO,θ =
〈
ξˆ − ξnoBAO,θ, C−1noBAO,θ (ξˆ − ξnoBAO,θ)
〉
(5.38)
Si l’on note lnoBAO,θ et lBAO,θ pour −2 ln (LnoBAO,θ) et −2 ln (LBAO,θ), on obtient :
∆l = min
θ
lnoBAO,θ −min
θ
lBAO,θ (5.39)
lBAO,θ = χ
2
BAO,θ + ln |CBAO,θ|+ const (5.40)
lnoBAO,θ = χ
2
noBAO,θ + ln |CnoBAO,θ|+ const (5.41)
avec la meˆme constante additive pour lBAO,θ et lnoBAO,θ, qui peut eˆtre prise e´gale a` 0.
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Il faut noter que ∆l n’est pas e´quivalent a` ∆χ2 meˆme si χ2BAO,θ et χ
2
noBAO,θ sont calcule´s en
utilisant les e´quations (5.37) et (5.38). En effet dans le cas de matrices de covariance de´pendant du
mode`le, il faut prendre en compte les variations du de´terminant de la matrice dans les e´quations (5.40)
et (5.41).
On de´signera comme me´thode ∆l notre me´thode modifie´e comme pre´sente´ ci-dessus, i.e. avec
remplacement de ∆χ2 par ∆l et avec le changement de la proce´dure pour obtenir une significativite´
correcte.
5.4 Mode´lisation de ξˆ et simulations SDSS DR7-Full
5.4.1 Mode`les de fonctions de corre´lation pour H0 et H1
Comme on l’a vu dans la section 2.2.5, la fonction de corre´lation line´aire ne de´pend (a` un facteur
d’amplitude pre`s) que de la densite´ de matie`re ωm = Ωmh
2, de la densite´ de baryons ωb = Ωbh
2 et
de l’indice spectral ns. Dans notre analyse on va ne´gliger la de´pendance par rapport aux parame`tres
ωb et ns, qui sont bien contraints par les donne´es WMAP7 du CMB (Komatsu et al. 2011). On fixe
donc ces parame`tres aux valeurs de vraisemblance maximum de WMAP7, qui sont ωb = 2.227× 10−2
et ns = 0.966 (on va aussi fixer le parame`tre σ8 = 0.81 pour la normalisation du spectre de puissance
line´aire). Le seul parame`tre que l’on varie dans la fonction de corre´lation line´aire est donc ωm.
On utilise un mode`le simple pour les corrections non line´aires de l’e´volution du champ de matie`re.
Plus pre´cise´ment on utilise la proce´dure de´crite dans la section 1.3.4, avec une correction invariante
d’e´chelle donne´e par HALOFIT (Smith et al. 2003) et une de´gradation non line´aire des BAOs. A
partir du spectre de puissance line´aire on mode´lise la de´gradation non line´aire du pic BAO par un
lissage Gaussien, applique´ seulement sur la signature BAO.
Pour isoler la signature BAO dans le spectre de puissance, on se sert du spectre de puissance no
wiggles de Eisenstein and Hu (1998), qui est un spectre lisse avec la meˆme forme que le spectre de
puissance line´aire mais sans la signature BAO. On applique donc le lissage Gaussien a` la diffe´rence
entre le spectre line´aire et le spectre no wiggles, PL(k)− Pnw,L(k), et l’on restaure la forme ge´ne´rale
du spectre en rajoutant Pnw,L(k) apre`s le lissage :
Pdw,L(k) = Pnw,L(k) + e
−a2k2/2[PL(k)− Pnw,L(k)] (5.42)
Pour prendre en compte les corrections non line´aires invariantes d’e´chelle, on applique a` Pdw,L les
corrections non line´aires de HALOFIT correspondant au spectre invariant d’e´chelle Pnw,L(k) :
Pdw,NL(k) =
Pnw,NL(k)
Pnw,L(k)
Pdw,L(k) (5.43)
Pour calculer ces spectres au redshift moyen z = 0.3 du catalogue, on utilise la libraire IDL iCosmo
(Refregier et al. 2011), qui donne les spectres de puissances PL et Pnw,L avec l’approximation de
Eisenstein and Hu (1998).
Pour obtenir la fonction de corre´lation de la distribution de galaxies en espace redshift et en
coordonne´es comobiles en fonction de ωm, il reste a` choisir la valeur de a dans la formule (6.11) et a`
mode´liser le biais de´pendant d’e´chelle des galaxies de l’e´chantillon par rapport a` la matie`re. Pour ce
faire, on utilise les catalogues Large Suite of Dark Matter Simulations (LasDamas, McBride et al., in
prep.) pre´sente´s dans la section 3.4.4.
On utilise la version gamma des simulations LasDamas, et plus pre´cise´ment l’ensemble de simu-
lations Oriana qui est disponible en ligne 4. Cet ensemble est compose´ de 40 simulations N -corps,
avec chaque simulation pouvant reproduire deux fois la couverture angulaire Nord+Sud du SDSS.
L’ensemble produit donc un total de 80 re´alisations de l’e´chantillon SDSS. Les parame`tres cosmo-
logiques de la simulations sont Ωm = 0.25, ΩΛ = 0.75, Ωb = 0.04, h = 0.7, σ8 = 0.8 et ns = 1.
On utilise les catalogues contenant les galaxies LRG avec une magnitude absolue dans la bande g,
−23.2 < Mg < −21.2, comme pour l’e´chantillon SDSS DR7-Full. Comme ces catalogues sont presque
volume-limited, leur extension en redshift (0.16 < z < 0.36) est plus faible que pour l’e´chantillon SDSS
DR7-Full.
4. http://lss.phy.vanderbilt.edu/lasdamas/mocks/
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Pour chaque re´alisation, on estime la fonction de corre´lation avec l’estimateur de Landy-Szalay
(voir section 2.2.4). Comme le mode`le HOD utilise´ n’e´volue pas avec le redshift et que les galaxies
sont observe´es sur un coˆne de lumie`re, il y a une le´ge`re de´croissance de la densite´ moyenne n¯(z) en
fonction du redshift. Pour tenir compte de cet effet, la fonction de corre´lation est estime´e pour chaque
simulation, ξˆk, avec le catalogue ale´atoire de Poisson fourni par l’e´quipe LasDamas, qui a le meˆme profil
de de´croissance de la densite´. On calcule ensuite la moyenne ξ¯ des fonctions de corre´lation estime´es
pour chaque simulation. On compare cette fonction de corre´lation avec la fonction de corre´lation
ξdw,NL, obtenue par transforme´e de Hankel du spectre Pdw,NL de la formule (6.12) avec les parame`tres
cosmologiques des simulations LasDamas.
On ajuste tout d’abord le facteur a de la formule (6.11) pour reproduire la de´gradation non line´aire
observe´e dans la fonction de corre´lation des simulations LasDamas ξ¯, et l’on trouve que la valeur
a = 9.5h−1Mpc donne un bon re´sultat. Finalement on ajuste le biais de´pendant d’e´chelle des galaxies
B(r) qui intervient surtout aux petites e´chelles (voir section 2.2.2), en divisant ξ¯ par la fonction de
corre´lation non line´aire du champ de matie`re, ξdw,NL. On trouve une correction de´pendante d’e´chelle
d’environ 10% pour r = 5h−1Mpc et qui de´croˆıt jusqu’a` r = 55h−1Mpc.
On obtient finalement la fonction de corre´lation des galaxies en espace redshift et en coordonne´es
comobiles, a` partir du biais B(r) et des formules (6.11) et (6.12) avec le choix a = 9.5h−1Mpc :
ξgalaxies,ωm(r) = B(r) ξdw,NL(r) (5.44)
Comme on garde les parame`tres a et B(r) fixes dans l’analyse, la fonction de corre´lation ξgalaxies,ωm
ne de´pend que des spectres line´aires PL et Pnw,L dans la formule (6.11). Comme on l’a de´ja` pre´cise´,
on ne fait varier que le parame`tre ωm dans le spectre line´aire, si bien que la fonction ξgalaxies,ωm ne
de´pend que de ωm.
On mode´lise maintenant les effets ge´ome´triques introduits par la cosmologie fiducielle. Comme on
l’a vu dans la section section 2.2.5, l’effet de la cosmologie fiducielle peut eˆtre approxime´ comme un
facteur de dilatation α dans le monopole de la fonction de corre´lation avec α = DV (〈z〉)/DfidV (〈z〉),
ou` 〈z〉 = 0.3 est le redshift moyen de l’e´chantillon et DV (z) est l’e´chelle de dilatation donne´e par :
DV (z) =
[
(1 + z)2DA(z)
2 cz
H(z)
]1/3
(5.45)
Notre choix d’une cosmologie fiducielle ΛCDM plate avec Ωm = 0.25 pour e´tudier l’e´chantillon
SDSS DR7-Full donne DfidV (z = 0.3) = 1180 Mpc.
On introduit finalement un facteur multiplicatif constant b pour mode´liser les variations de σ8, les
distortions de redshift line´aires et le re´gime constant du biais des galaxies par rapport a` la matie`re.
On obtient donc le mode`le final de corre´lation en fonction de ωm, α et B = b
2 :
ξωm,α,B(r) = b
2ξgalaxies,ωm(α r) (5.46)
Il ne reste plus qu’a` discre´tiser ce mode`le continu de fac¸on e´quivalente au comptage de paires lors
de l’estimation de la fonction de corre´lation. Pour un intervalle [ri − dr/2, ri + dr/2], la fonction de
corre´lation discre´tise´e est donne´e par :
ξωm,α,B(ri) =
∫ ri+dr/2
ri−dr/2 ξωmh2,α,B(r) r
2 dr∫ ri+dr/2
ri−dr/2 r
2 dr
(5.47)
Dans toute cette e´tude, on utilise des intervalles de taille dr = 10h−1Mpc entre les distances r =
20h−1Mpc et r = 200h−1Mpc, ce qui correspond a` n = 18 intervalles, i.e. un vecteur (ξωm,α,B(ri)) de
dimension n = 18.
Toute cette proce´dure permet d’obtenir les mode`les de fonctions de corre´lation (ξωm,α,B) pour
l’hypothe`se H1. Pour obtenir les mode`les de l’hypothe`se H0, on utilise une proce´dure similaire. Plus
pre´cise´ment, on part simplement de la fonction de corre´lation no wiggles ξnw,NL au lieu de la fonction
de corre´lation dewiggled ξdw,NL dans l’e´quation (5.44). On applique ensuite la meˆme dilatation par le
parame`tre α, le meˆme biais de´pendant d’e´chelle B(r) et la meˆme discre´tisation. Cette hypothe`se H0
correspond a` une hypothe`se no wiggles. A certains endroits, on conside´rera plutoˆt une hypothe`se H0
ze´ro-baryon. Pour cela, on remplacera simplement la fonction de corre´lation ξnw,NL par la fonction
de corre´lation ξNL avec ωb = 0.
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5.4.2 Simulations log-normales SDSS DR7-Full utilise´es
On de´taille ici les simulations log-normales que l’on va utiliser dans notre analyse. Dans la section
5.4.3 on va se servir de ces simulations pour ve´rifier l’absence de biais dans les estimateurs ainsi que
leur Gaussianite´, i.e. que les hypothe`ses suivantes sont valides :
H0 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξnoBAO,θ, CnoBAO,θ)
H1 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξBAO,θ, CBAO,θ)
D’autre part ces simulations vont permettre d’estimer les matrices de covariance de´pendantes du
mode`le CnoBAO,θ et CBAO,θ. On fera en outre l’approximation
5 que ces matrices de de´pendent que
de θ, i.e. CnoBAO,θ = CBAO,θ = Cθ. On rappelle la parame´trisation tridimensionnelle θ = (ωm, α,B)
que l’on utilise pour mode´liser les fonctions de corre´lation ξnoBAO,θ et ξBAO,θ.
Nos simulations reproduisent le catalogue SDSS DR7-Full pre´sente´ dans la section 3.2.2, i.e. que
l’on utilise la meˆme couverture angulaire du ciel et le meˆme densite´ moyenne de galaxies n¯(r) dans
nos simulations que dans le catalogue SDSS DR7-Full.
Pour chaque simulation on utilise l’estimateur de Landy-Szalay avec des poids constants pour
toutes les galaxies 6. Pour des raisons de temps de calcul, on n’estime pas la fonction de corre´lation
ξˆ a` partir de l’e´chantillon complet, mais en se´parant l’he´misphe`re nord en coordonne´es galactiques
(Northern Galactic Cap), ξˆNGC , et l’he´misphe`re sud en coordonne´es galactiques (Southern Galactic
Cap), ξˆSGC , qui peuvent eˆtre conside´re´s comme inde´pendants (la distance minimum entre une galaxie
de l’he´misphe`re nord et une galaxie de l”he´misphe`re sud e´tant de plus de 350h−1 Mpc). Egalement
pour des raisons de temps de calcul, on ne peut pas utiliser des catalogues ale´atoires trop grands, et
l’on va donc utiliser des catalogues ale´atoires avec la meˆme densite´ que l’e´chantillon SDSS DR7-Full.
A partir des mesures de ξˆNGC et ξˆSGC sur de nombreuses simulations et pour diffe´rentes valeurs
de θ, on obtient les matrices de covariances de´pendant du mode`le CNGC,θ, and CSGC,θ, comme les ma-
trices de covariance empiriques des simulations. La moyenne et la covariance empirique d’un ensemble
de N re´alisations sont donne´es par :
Cij =
1
N − 1
N∑
k=1
[ξˆk(ri)− ξ¯(ri)][ξˆk(rj)− ξ¯(rj)] (5.48)
ξ¯ =
1
N
N∑
k=1
ξˆk (5.49)
Pour chaque valeur de θ, on estime la fonction de corre´lation de l’e´chantillon complet ξˆ, en prenant
la combinaison line´aire optimale de ξˆNGC et ξˆSGC comme dans White et al. (2011) (voir annexe C) :
ξˆ = Cθ
[
C−1NGC,θ ξˆNGC + C
−1
SGC,θ ξˆSGC
]
(5.50)
Cθ =
(
C−1NGC,θ + C
−1
SGC,θ
)−1
(5.51)
avec Cθ la matrice de covariance de l’estimateur complet ξˆ re´sultant de ce choix.
Les trois parame`tres de θ = (ωm, α,B) sont pris en compte de fac¸on diffe´rente dans nos simulations.
Le parame`tre ωm change la forme globale de la fonction de corre´lation d’une fac¸on complexe, et l’on
n’a pas d’autre choix que de ge´ne´rer de nouveaux ensembles de simulations log-normales pour chaque
valeur de ωm. On choisit de conside´rer 5 valeurs diffe´rentes, ωm = 0.08, 0.105, 0.13, 0.155, 0.18 afin
d’estimer une matrice de covariance pour chacune de ces valeurs. Puis on va simplement interpoler
line´airement la matrice de covariance pour les valeurs interme´diaires de ωm (l’interpolation e´tant faite
dans le sens classique, i.e. coefficient par coefficient).
D’un autre coˆte´, le parame`tre α peut eˆtre pris en compte de fac¸on mois contraignante avec la
proce´dure de´taille´e dans la section 3.4.3. On utilise les valeurs minimum αmin = 0.8 et maximum
5. Cette approximation est tre`s forte, mais cela n’est pas si grave puisque notre but est seulement de comparer les
diffe´rentes me´thodes de de´tection des BAOs.
6. Ces poids ne sont pas optimaux puisque la densite´ n¯(z) varie en fonction du redshift, mais comme on l’a vu dans
la section 3.2.2, l’estimateur de la fonction de corre´lation de´pend tre`s peu de ce choix.
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αmax = 0.8. Etant donne´ que D
fid
V (z = 0.3) = 1180Mpc, les valeurs minimum et maximum de α
correspondent a` un intervalle DV (0.3) ∈ [944 Mpc, 1416 Mpc] pour nos simulations.
Etudions finalement comment mode´liser l’effet de B = b2, qui change aussi la vraie distribution en
coordonne´es comobiles, de la meˆme fac¸on que ωm. Mais parce que c’est simplement un facteur multi-
plicatif constant B, cela devrait donner approximativement un facteur multiplicatif B2 dans la matrice
de covariance de ξˆ. On rappelle qu’il y a deux sources de bruit dans l’estimateur ξˆ (voir section 2.2.4) :
– Le bruit d’e´chantillon duˆ au volume fini du catalogue
– Le bruit de Poisson duˆ au nombre fini de galaxies
L’approximation d’une matrice de covariance proportionnelle a` B2 est valide lorsque l’on peut
ne´gliger la contribution du bruit de Poisson par rapport au bruit d’e´chantillon. Cette approximation
sera donc mieux ve´rifie´e pour des valeurs grandes de B. On ve´rifiera dans la section 6.3 que cette
approximation est bonne pour des valeurs raisonnables de B, et que l’approximation CB ∝ B2C
est bien plus proche de la vraie matrice de covariance que l’approximation d’une matrice constante
CB = C. Ce parame`tre peut donc eˆtre traite´ sans avoir besoin de simulations additionnelles.
La proce´dure de la section 3.4.3 permet d’estimer la fonction de corre´lation pour toutes les valeurs
de α simultane´ment avec un temps seulement multiplie´ par un facteur 4 par rapport a` une unique
valeur de α. Donc tout notre ensemble de simulations sur la grille en θ va demander seulement un
temps de calcul multiplie´ par un facteur 20 par rapport a` des simulations pour une unique valeur de
θ.
Notre ensemble principal de simulations est ge´ne´re´ avec une valeur B = 2.52 (notons que l’on
conside`re ici le biais par rapport a` la corre´lation en espace re´el et non en espace redshift, i.e. sans le
facteur de Kaiser de l’e´quation (2.30)). Dans la section 6.3, on ve´rifiera la validite´ de l’approximation
CB ∝ B2C en comparant la matrice de covariance obtenue sur l’ensemble avec B = 2.52 a` la matrice
de covariance obtenue sur un ensemble avec B = 3.02.
Pour chaque valeur de (ωm, α) on ge´ne`re N = 2, 000 simulations log-normales pour estimer la ma-
trice de covariance de´pendant du mode`le Cωm,α, de sorte qu’il y a tre`s peu de bruit dans l’estimation.
5.4.3 Verification de la mode´lisation statistique de ξˆ
Dans cette section on ve´rifie que les hypothe`ses suivantes sont valides :
H0 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξnoBAO,θ, CnoBAO,θ)
H1 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξBAO,θ, CBAO,θ)
Cela implique de ve´rifier d’une part que les estimateurs ne sont pas biaise´s, et d’autre part qu’ils
sont bien Gaussiens.
Absence de biais dans ξˆ
Pour ve´rifier l’absence de biais dans les estimateurs, on utilise les simulations log-normales de
la section 5.4.2 et l’on calcule la moyenne des estimateurs de la fonction de corre´lation ξˆk pour les
parame`tres α = 1, B = 2.52 et pour diffe´rentes valeurs de ωm = 0.08, 0.105, 0.13, 0.155, 0.18, avec a`
chaque fois N = 2000 re´alisations :
ξ¯ωm =
1
N
N∑
k=1
ξˆk,ωm (5.52)
On montre sur la figure 5.2 les moyennes des estimateurs ξ¯ωm sur 2, 000 re´alisations, compare´es
aux fonctions de corre´lation attendues ξωm donne´e en entre´e des simulations log-normales. La figure
5.2 montre l’excellent accord entre ces fonctions, i.e. que les estimateurs ont un biais ne´gligeable.
Verification de la Gaussianite´ de ξˆ
Dans cette section on ve´rifie la Gaussianite´ de l’estimateur ξˆ pour les N = 2, 000 re´alisations
log-normales de la section 5.4.2 pour la valeur θ0 = (ωm, α,B) = (0.13, 1, 2.5
2). On estime la matrice
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Figure 5.2 – Moyennes des estimateurs ξ¯ωm en tirets compare´es aux fonctions de corre´lation attendues
ξωm en traits pleins pour α = 1, B = 2.5
2 et pour ωm = 0.08 (violet), 0.105 (bleu clair), 0.13 (vert),
0.155 (jaune), 0.18 (rouge).
de covariance empirique sur ces N = 2, 000 re´alisations :
Cij =
1
N − 1
N∑
k=1
[ξˆk(ri)− ξ¯(ri)][ξˆk(rj)− ξ¯(rj)] (5.53)
ξ¯ =
1
N
N∑
k=1
ξˆk (5.54)
On regarde d’abord la statistique χ2θ0 :
χ2θ0 =
〈
ξˆ − ξθ0 , C−1(ξˆ − ξθ0)
〉
(5.55)
=
∑
1≤i,j≤n
[
ξˆ(ri)− ξθ0(ri)
]
C−1i,j
[
ξˆ(rj)− ξθ0(rj)
]
(5.56)
Avec l’hypothe`se Gaussienne ξˆ ∼ N (ξθ0 , C), χ2θ0 suit une loi du χ2 avec n degre´s de liberte´ :
χ2θ0 ∼ χ
2
n (5.57)
On rappelle que l’on utilise des intervalles de taille dr = 10h−1Mpc entre les distances r =
20h−1Mpc et r = 200h−1Mpc, ce qui correspond a` n = 18 intervalles. On compare donc l’histo-
gramme de χ2θ0 sur nos simulations log-normales avec la densite´ de probabilite´ (pdf pour probability
density function) pour une loi χ218. On montre figure 5.3 le tre`s bon accord entre l’histogramme et la
distribution the´orique.
Pour les tests suivants, on utilise les me´thodes en ondelettes de la section 5.1.1. Dans ces me´thodes,
on obtient une re´ponse de l’ondelette Sw(R, s) et un Z-score Zw(R, s) pour chaque parame`tre (R, s) :
Sw(R, s) =
〈
w(R, s), ξˆ
〉
=
n∑
i=1
wi(R, s)ξˆ(ri) (5.58)
Zw(R, s) =
Sw(R, s)
σw(R, s)
(5.59)
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Figure 5.3 – pdf estime´e de χ2θ0 (noir) en utilisant l’histogramme des 2,000 simulations log-normales
et pdf d’une loi χ218 (rouge). Les barres d’erreur donnent l’erreur de Poisson dans l’estimation de la
pdf due au nombre fini de simulations.
On conside`re seulement le filtre du chapeau mexicain avec les parame`tres R = 113.6h−1Mpc, s =
20h−1Mpc, et le filtre BAOlet avec les parame`tres R = 116h−1Mpc, s = 36h−1Mpc. Ces parame`tres
maximisent le Z-score obtenu sur la fonction de corre´lation estime´e dans les e´tudes respectives de
Tian et al. (2011) et Arnalte-Mur et al. (2012). Afin d’obtenir Zw sur nos simulations, on calcule le
bruit σw (i.e. l’e´cart-type) sur Sw en utilisant la matrice de covariance des simulations :
σw =
√
〈w,Cw〉 (5.60)
Avec l’hypothe`se Gaussienne ξˆ ∼ N (ξθ0 , C), Zw est une variable Gaussienne d’espe´rance E[Zw] =
〈w, ξθ0〉 /σw(R, s) et d’e´cart-type e´gal a` 1. On trace sur les figures 5.4 et 5.5 l’histogramme de Zw sur
nos simulations log-normales, respectivement pour le chapeau mexicain et pour le filtre BAOlet.
On trouve a` nouveau un tre`s bon accord entre le re´sultat sur les simulations et la pre´diction Gaus-
sienne.
5.5 De´tection des BAOs sur des simulations SDSS DR7-Full
5.5.1 De´tection des BAOs avec une matrice de covariance constante C
Erreur de la me´thode du χ2 classique pour la re´jection de mode`les H0 particuliers
Les hypothe`ses teste´es sont :
H0 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξnoBAO,θ, C)
H1 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξBAO,θ, C)
ou` l’on prend comme matrice de covariance constante C la matrice de covariance des N = 2, 000
simulations log-normales pour la valeur θ0 = (ωm, α,B) = (0.13, 1, 2.5
2).
L’hypothe`se de Gaussianite´ des estimateurs est bien valide (au moins pour nos simulations log-
normales) comme on l’a vu dans la section 5.4.3. Ici on fait toutefois l’approximation que la matrice de
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Figure 5.4 – pdf estime´e de Zw pour le chapeau mexicain avec les parame`tres R = 113.6h
−1Mpc,
s = 20h−1Mpc en utilisant l’histogramme sur 2,000 simulations log-normales (noir) et pdf d’une
loi normale centre´e sur 〈w, ξθ0〉 /σw(R, s) et d’e´cart-type 1. Les barres d’erreur donnent l’erreur de
Poisson sur l’histogramme due au nombre fini de simulations.
Figure 5.5 – pdf estime´e de Zw pour le filtre BAOlet avec les parame`tres R = 116h
−1Mpc,
s = 36h−1Mpc en utilisant l’histogramme sur 2,000 simulations log-normales (noir) et pdf d’une
loi normale centre´e sur 〈w, ξθ0〉 /σw(R, s) et d’e´cart-type 1. Les barres d’erreur donnent l’erreur de
Poisson sur l’histogramme due au nombre fini de simulations.
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covariance est constante, alors qu’elle de´pend fortement de θ comme on le montre dans la section 6.3.
Ceci va toutefois nous permettre de tester si me´thode du χ2 classique donne la bonne significativite´
dans le cadre de cette approximation. Les statistiques chi-carre´ de´pendent de θ :
χ2BAO,θ =
〈
ξˆ − ξBAO,θ, C−1(ξˆ − ξBAO,θ)
〉
(5.61)
χ2noBAO,θ =
〈
ξˆ − ξnoBAO,θ, C−1(ξˆ − ξnoBAO,θ)
〉
(5.62)
Un mode`le e´tendu de fonctions de corre´lation est implicitement de´fini, pour inte´grer a` la fois les
mode`les BAO et non-BAO, par exemple :
ξβ,θ = β ξBAO,θ + (1− β) ξnoBAO,θ (5.63)
Notons comme pre´ce´demment :
∆χ2 = min
θ
χ2noBAO,θ −min
θ
χ2BAO,θ (5.64)
∆χ2global = min
θ
χ2noBAO,θ −min
β,θ
χ2β,θ (5.65)
La me´thode suppose que ∆χ2global suit une loi χ
2
1 sous H0. Comme on a ∆χ2 ≤ ∆χ2global par
construction, une valeur conservatrice de la significativite´ est donne´e par
√
∆χ2.σ lorsque ∆χ2 ≥ 0
On rappelle que ∆χ2global ∼ χ
2
1 est soumis a` l’hypothe`se de re´gularite´ que les espaces de mode`les
de fonctions de corre´lation (ξnoBAO,θ)θ∈Θ et (ξβ,θ)β∈R,θ∈Θ sont affines. Comme cela n’est pas facile
a` ve´rifier (il est e´galement difficile de quantifier l’e´cart par rapport a` cette hypothe`se), nous allons
simplement tester sur nos simulations si l’approximation ∆χ2global ∼ χ
2
1 sous H0 est bien ve´rifie´e.
Pour un mode`le θ dans H0, on ge´ne`re des re´alisations de la fac¸on suivante :
ξˆ = C1/2g + ξnoBAO,θ (5.66)
ou` g est une variable Gaussienne multivarie´e standard (i.e. g ∼ N (0, In)). Pour chaque re´alisation on
calcule le meilleur fit en testant toutes les valeurs de ωm et α sur une grille. Les parame`tres restants,
qui sont l’amplitude B et le parame`tre β, sont trouve´es analytiquement pour des valeurs de ωm et α
donne´es.
Pour la grille (ωm, α), on prend ωm ∈ [0.10, 0.16] avec un pas de grille e´gal a` 0.001, et α ∈ [0.8, 1.2]
avec un pas de grille e´gal a` 0.04. On autorise n’importe quelle valeur de B = b2 ≥ 0 et β. On teste deux
mode`les dans H0 avec valeurs ωm = 0.13, α = 1.0, B = 2.52 et avec des valeurs diffe´rentes ωm = 0.115,
α = 0.9, B = 2.52. A chaque fois, on ge´ne`re 10,000 re´alisations en utilisant l’e´quation (5.66) pour
estimer la distribution de ∆χ2global et ∆χ
2. On montre dans les tables 5.1 et 5.2 pour diffe´rents seuils
t, la valeur p et la significativite´ correspondante pour une loi χ21, pour ∆χ
2
global, et pour ∆χ
2. Nos
re´sultats montrent que l’approximation ∆χ2global ∼ χ
2
1 est tre`s mauvaise. En particulier, la moyenne
de ∆χ2global pour les deux diffe´rents mode`les est respectivement de 1.91 et 1.68, alors que l’espe´rance
d’une loi χ21 est e´gale a` 1.
Dans les deux cas, on surestime grossie`rement la significativite´ en identifiant ∆χ2global a` une loi χ
2
1.
Le fait que la me´thode du χ2 classique soit conservatrice car elle utilise la valeur de ∆χ2 au lieu de
∆χ2global peut compenser cette surestimation. Pour le mode`le H0 de la table 5.1, identifier ∆χ2 avec
une loi χ21 peut encore donner une tre`s le´ge`re surestimation de la significativite´. Pour le mode`le H0
de la table 5.2, cela donne par contre une le´ge`re sous-estimation de la significativite´.
Soulignons que ces significativite´s ne sont pas a` strictement parler les significativite´s de la de´tection
des BAOs, mais seulement de mode`les particuliers dans H0. En effet la de´tection des BAOs consiste
a` rejeter tous les mode`les H0 simultane´ment, par rapport aux mode`les H1.
Nous avons e´galement fait ce type de tests avec les mode`les ze´ro-baryon pour H0, et nous avons
trouve´ les meˆmes re´sultats qualitatifs. On a trouve´ que la distribution de ∆χ2global est tre`s diffe´rente de
celle d’une variable χ21, et que l’identification de ∆χ
2 avec une loi du χ21 compense cette surestimation,
bien que cela puisse mener a` de le´ge`res sous-estimations ou surestimation de la significativite´.
L’approximation ∆χ2global ∼ χ
2
1 n’est pas valide parce que les espaces de mode`les de fonctions de
corre´lation (ξnoBAO,θ)θ∈Θ et (ξβ,θ)β∈R,θ∈Θ ne peuvent pas eˆtre conside´re´s comme affines. Il est facile
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Table 5.1 –
χ21 ∆χ
2
global ∆χ
2
P (X≥1.0) 0.32 (1σ) 0.58 (0.55σ) 0.18 (1.34σ)
P (X≥2.25) 0.13 (1.5σ) 0.31 (1.02σ) 0.11 (1.60σ)
P (X≥4.0) 4.5×10−2 (2σ) 0.13 (1.51σ) 5.2×10−2 (1.94σ)
P (X≥6.25) 1.2×10−2 (2.5σ) 4.1×10−2 (2.04σ) 1.6×10−2 (2.41σ)
P (X≥9.0) 2.7×10−3 (3σ) 1.0×10−2 (2.57σ) 3.2×10−3 (2.95σ)
NOTES.—Valeurs p et significativite´s correspondantes pour diffe´rentes distributions et pour la
re´jection d’un mode`le particulier dans H0 avec ωm = 0.13, α = 1.0, B = 2.52. On regarde la dis-
tribution χ21 et les distributions ∆χ
2
global, ∆χ
2. L’approximation ∆χ2global ∼ χ
2
1 est mauvaise avec une
significativite´ qui est grossie`rement surestime´e. Le fait que la me´thode du χ2 utilise ∆χ2 au lieu de
∆χ2global compense cette surestimation. Pour la re´jection de ce mode`le H0 en particulier, il peut encore
y avoir une tre`s le´ge`re surestimation de la significativite´ si l’on identifie ∆χ2 a` une variable χ21.
Table 5.2 –
χ21 ∆χ
2
global ∆χ
2
P (X≥1.0) 0.32 (1σ) 0.50 (0.67σ) 4.2×10−2 (2.03σ)
P (X≥2.25) 0.13 (1.5σ) 0.27 (1.11σ) 2.9×10−2 (2.18σ)
P (X≥4.0) 4.5×10−2 (2σ) 0.11 (1.60σ) 1.6×10−2 (2.41σ)
P (X≥6.25) 1.2×10−2 (2.5σ) 3.7×10−2 (2.09σ) 6.6×10−3 (2.72σ)
P (X≥9.0) 2.7×10−3 (3σ) 8.4×10−3 (2.64σ) 1.7×10−3 (3.14σ)
NOTES.—Meˆme chose que table 5.1 pour la re´jection d’un mode`le particulier dans H0 avec ωm =
0.115, α = 0.9, B = 2.52. A nouveau l’approximation ∆χ2global ∼ χ
2
1 est mauvaise avec une significa-
tivite´ qui est grossie`rement surestime´e. Le fait que la me´thode du χ2 utilise ∆χ2 au lieu de ∆χ2global
compense cette surestimation. Pour la re´jection de ce mode`le H0 en particulier, la significativite´ de-
vient le´ge`rement sous-estime´e si l’on identifie ∆χ2 a` une variable χ21.
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de voir par exemple que les fonctions de corre´lation non-BAO sont plus de´ge´ne´re´es par rapport a` leurs
3 parame`tres que les fonctions de corre´lation BAO 7. Ainsi pour un meˆme espace des parame`tres,
l’espace des fonctions de corre´lation BAO est plus grand que l’espace des fonctions de corre´lation non-
BAO. Ceci favorise la minimisation de χ2BAO par rapport a` χ
2
noBAO, i.e. tend a` augmenter la valeur
de ∆χ2global et ∆χ
2. Dans ce cas, les espaces de fonction de corre´lation ne sont pas affines simplement
a` cause de la limitation de l’espace des parame`tres.
Comme on l’a vu dans la section 5.3, on a besoin de conside´rer le pire sce´nario pour le mode`le H0
afin d’obtenir une significativite´ pour la re´jection de tous les mode`les H0 simultane´ment. Pour une
re´alisation ∆χ2 = x la valeur p est donne´e par :
p(x) = max
θ∈Θ
P (∆χ2 ≥ x |H0, θ) (5.67)
On a vu pre´ce´demment (tables 5.1 et 5.2) que la significativite´ peut eˆtre le´ge`rement surestime´e ou
sous-estime´e pour la re´jection d’un mode`le particulier dans H0, lorsque l’on identifie ∆χ2 avec une
variable χ21. Supposons qu’elle soit le´ge`rement surestime´e pour un mode`le particulier dans H0 avec
parame`tre θ, i.e. que ∆χ2 peut eˆtre minore´e par une variable χ21, i.e. pour x ≥ 0 :
P (∆χ2 ≥ x |H0, θ) > pχ21(x) = 2Φ(−
√
x) (5.68)
La conse´quence est que la me´thode du χ2 classique peut le´ge`rement surestimer la significativite´
pour la de´tection des BAOs. En effet en utilisant l’e´quation (5.67) pour de´terminer la significativite´
de la re´jection de tous les mode`les H0 simultane´ment (i.e. la re´jection de H0), on obtient :
p(x) > pχ21(x) = 2Φ(−
√
x) (5.69)
On verra dans la section 5.5.1 que la significativite´
√
∆χ2σ donne´e par la me´thode classique du
χ2 donne quand meˆme une bonne approximation de la vraie significativite´ dans le cas d’une matrice
de covariance constante C. Toutefois on verra dans la section 5.5.2, que lorsque l’on conside`re des
hypothe`ses avec une matrice de covariance qui de´pend du mode`le Cθ, la significativite´ donne´e par la
me´thode classique du χ2 devient grossie`rement fausse.
Erreur de la me´thode du χ2 classique pour la re´jection de tous les mode`les H0 simul-
tane´ment (i.e. pour la de´tection des BAOs)
Dans cette section, on teste la modification de la proce´dure pour calculer la significativite´ que
l’on a introduit dans la section5.3. On conside`re toujours une matrice de covariance constante, i.e. les
hypothe`ses :
H0 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξnoBAO,θ, C)
H1 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξBAO,θ, C)
ou` l’on prend encore comme matrice de covariance constante C la matrice de covariance des N = 2, 000
simulations log-normales pour la valeur θ0 = (ωm, α,B) = (0.13, 1, 2.5
2).
Comme nous nous plac¸ons toujours dans le cas d’une matrice de covariance constante, la statistique
∆χ2 est encore un rapport de vraisemblance ge´ne´ralise´. On test le changement de la proce´dure pour
calculer la significativite´ afin d’obtenir une valeur correcte comme dans l’e´quation (5.29) ou (5.67).
Pour une re´alisation ∆l = x la valeur p est donne´e par :
p(x) = max
θ∈Θ
P (∆l ≥ x |H0, θ) (5.70)
La me´thode requiert de pre´calculer p(x) afin d’obtenir la valeur p pour une re´alisation donne´e
∆l = x. Ici on conside`re une grille de parame`tres ωm ∈ [0.10, 0.16] avec un pas de grille 0.01, et
α ∈ [0.8, 1.2] avec un pas de grille 0.05, B = b2 ∈ [4, 9] avec un pas de grille 0.25. Cette grille n’est
pas tre`s fine parce que le calcul de p(x) est proportionnel au carre´ de la taille de la grille, i.e. qu’il
augmente tre`s rapidement pour 3 parame`tres. En effet il faut calculer la distribution de ∆l pour tous
7. En effet les fonctions de corre´lation sans BAOs sont lisses et presque invariantes d’e´chelles, alors que le pic BAO
introduit une caracte´ristique supple´mentaire dans les fonctions de corre´lation avec BAOs.
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les mode`les de la grille sous H0. Et pour toutes les re´alisations d’un mode`le H0 particulier, la calcul
de ∆l requiert aussi une minimisation sur tous les parame`tres de la grille. On a teste´ de raffiner la
grille et on a trouve´ un bon accord a` quelques pourcents pre`s, ce qui est suffisant pour notre objectif
d’illustration (ce serait toutefois important pour ame´liorer la pre´cision d’une analyse sur de vraies
donne´es).
Pour chaque mode`le de la grille sousH0, on ge´ne`re 50,000 re´alisations avec l’e´quation (5.66) comme
pre´ce´demment, et on calcule la statistique ∆l. Avec ces re´alisations pour tous les mode`les H0, on peut
donc calculer la fonction p(x) de l’e´quation (5.70).
Le fait que l’on utilise seulement 50,000 re´alisations pour chaque mode`le ne permet pas de bien
quantifier des valeurs p plus petites qu’environ 2×10−5, i.e. des significativite´s de plus de 4.25σ. Notons
qu’a` la diffe´rence de la me´thode classique du χ2, cette impre´cision est seulement computationnelle et
n’intervient que pour des niveaux de de´tection e´leve´s. Donc si l’on veut quantifier la de´tection des
BAOs avec une mesure sur des donne´es ξˆ, l’impre´cision n’a lieu que lorsque la significativite´ est e´leve´e
et la de´tection de´ja` claire.
On effectue la meˆme proce´dure de simulation pour H1, i.e. qu’on ge´ne`re 50,000 re´alisations pour
chaque mode`le de la grille sous H1 avec la formule suivante :
ξˆ = C1/2g + ξBAO,θ (5.71)
avec g ∼ N (0, In).
Comme H1 est une hypothe`se composite, la distribution de ∆l n’est pas bien de´finie sous H1. Par
exemple on ne peut pas parler d’espe´rance sous H1. Ici on va simplement s’inte´resser a` l’espe´rance de
la significativite´ pour chaque mode`le H1, que l’on va moyenner sur tous les mode`les (on appellera cela
la significativite´ moyenne) 8.
On montre nos re´sultats dans la table 5.3. On obtient une significativite´ moyenne de 2.75σ avec
cette proce´dure sous H1. D’un autre coˆte´ lorsqu’on calcule la significativite´ avec
√
∆χ2.σ comme
dans la me´thode classique du χ2, on obtient une significativite´ moyenne de 3.15σ (avec la convention
que ∆χ2 ≤ 0 correspond a` une significativite´ de 0σ). Regardons maintenant l’effet de l’impre´cision
aux significativite´s e´leve´es en ne conside´rant que les re´alisations sous la limite des 4.25σ. Dans ce
cas on obtient une significativite´ moyenne de 2.43σ avec la proce´dure rigoureuse et une moyenne de√
∆χ2 e´gale a` 2.48. On voit donc que les moyennes obtenues avec la me´thode classique du χ2 et notre
me´thode rigoureuse sont tre`s similaires.
Finalement on effectue les meˆmes calculs pour des mode`les H0 avec ze´ro baryon et l’on montre
nos re´sultats dans la table 5.4. Si l’on utilise la proce´dure rigoureuse, on obtient une significativite´
moyenne de 2.88σ et la moyenne de
√
∆χ2 est e´gale a` 3.88. Si l’on se restreint aux re´alisations sous la
limite de 4.25σ, on obtient une significativite´ moyenne de 2.36σ avec notre proce´dure et une moyenne
de
√
∆χ2 e´gale a` 2.5. A nouveau, la me´thode classique du χ2 donne une bonne approximation de la
significativite´ moyenne.
A partir des tables 5.3 et 5.4, on a vu que la me´thode du χ2 classique donne une bonne estimation
de la significativite´ moyenne. Pour comprendre si cette estimation est bonne de fac¸on ge´ne´rale, on
compare pour toutes les valeurs possibles de la statistique ∆χ2 les estimations de la significativite´√
∆χ2σ par la me´thode du χ2 classique et σreel(∆χ
2) pour notre me´thode rigoureuse. On montre
cette comparaison sur la figure 5.6 construit a` partir de toutes les valeurs de ∆χ2 obtenues sur nos
simulations H1. La sous-figure de gauche montre le cas d’une hypothe`se H0 no wiggles et la sous-figure
de droite le cas d’une hypothe`seH0 ze´ro baryon. On voit que la significativite´ donne´e par
√
∆χ2σ n’est
pas tout a` fait correcte. Elle est sous-estime´e pour les faibles significativite´s et devient surestime´e aux
hautes significativite´s. Toutefois dans l’ensemble on peut dire que la significativite´
√
∆χ2σ donne´e
par la me´thode classique est une approximation tre`s correcte de la vraie significativite´ dans le cas
d’une matrice de covariance constante C.
8. Ceci est en fait e´quivalent a` l’espe´rance de la significativite´ sous H1, si l’on introduit une probabilite´ a priori p(θ)
constante pour les parame`tres θ de H1.
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Table 5.3 – √
∆χ2 σreel(∆χ2)
Toutes simus H1 3.15σ 2.75σ
Simus H1 avec σreel(∆χ2) < 4.25σ 2.48σ 2.43σ
NOTES.— Significativite´s moyennes obtenues sous H1 avec la me´thode classique
√
∆χ2 (avec la
convention
√
∆χ2 = 0 pour ∆χ2 < 0) et avec notre me´thode rigoureuse σreel(∆χ
2), avec une hypothe`se
H0 no wiggles. On montre les moyennes
√
∆χ2 et σreel(∆χ2) obtenues avec toutes les simulations H1
et en se limitant au seuil de significativite´ de notre me´thode σreel(∆χ
2) < 4.25σ. En utilisant toutes
les simulations H1, on a l’impression que la me´thode classique du χ2 surestime la significativite´ en
moyenne. Toutefois en prenant en compte le seuil de significativite´, la me´thode classique du χ2 et
notre me´thode rigoureuse donnent des significativite´s moyennes similaires.
Table 5.4 – √
∆χ2 σreel(∆χ2)
Toutes simus H1 3.88σ 2.88σ
Simus H1 avec σreel(∆χ2) < 4.25σ 2.51σ 2.36σ
NOTES.— Significativite´s moyennes obtenues sous H1 avec la me´thode classique
√
∆χ2 (avec la
convention
√
∆χ2 = 0 pour ∆χ2 < 0) et avec notre me´thode rigoureuse σreel(∆χ
2), avec une hypothe`se
H0 ze´ro baryon. On montre les moyennes
√
∆χ2 et σreel(∆χ2) obtenues avec toutes les simulations
H1 et en se limitant au seuil de significativite´ de notre me´thode σreel(∆χ2) < 4.25σ. En utilisant
toutes les simulations H1, on a l’impression que la me´thode classique du χ2 surestime la significativite´
en moyenne. Toutefois en prenant en compte le seuil de significativite´, la me´thode classique du χ2 et
notre me´thode rigoureuse donnent des significativite´s moyennes similaires.
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Figure 5.6 – A gauche : Significativite´ de la de´tection des BAOs obtenue avec la me´thode classique√
∆χ2 (avec la convention
√
∆χ2 = 0 pour ∆χ2 < 0) en fonction de la significativite´ rigoureuse
σreel(∆χ
2), avec une hypothe`se H0 no wiggles. La courbe est obtenue pour 50,000 re´alisations qui
prennent diffe´rentes valeurs de ∆χ2. On voit que pour ∆χ2 < 0 et pour des valeurs faibles de ∆χ2,
la me´thode classique sous-estime la significativite´. En revanche aux plus grandes valeurs de ∆χ2,
la significativite´ devient surestime´e. Dans l’ensemble, on peut quand meˆme dire que la significativite´√
∆χ2σ donne´e par la me´thode classique est une approximation tre`s correcte de la vraie significativite´.
A droite : Meˆme chose pour une hypothe`se H0 ze´ro baryon.
5.5.2 De´tection des BAOs avec une matrice de covariance Cθ
On conside`re finalement le cas ge´ne´ral ou` la matrice de covariance de´pend de θ, ce qui constitue
des hypothe`ses plus re´alistes :
H0 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξnoBAO,θ, CnoBAO,θ)
H1 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξBAO,θ, CBAO,θ)
Pour cela on utilise la matrice de covariance comple`te Cθ obtenue a` partir des simulations de la
section 5.4.2. On montre la de´pendance de la matrice de covariance Cθ en fonction des 3 parame`tres
de θ = (ωm, α,B).
On applique ici la me´thode ∆l avec la meˆme proce´dure que celle de´crite dans la section 5.5.1, sauf
que l’on conside`re ici la statistique ∆l au lieu de ∆χ2. En effet dans le cas d’une matrice de covariance
Cθ, la statistique ∆χ
2 n’est plus un rapport de vraisemblance ge´ne´ralise´. On ge´ne`re des re´alisations
sous H0 et H1 avec les formules suivantes :
ξˆ = C
1/2
θ g + ξnoBAO,θ sous H0 (5.72)
ξˆ = C
1/2
θ g + ξBAO,θ sous H1 (5.73)
avec g ∼ N (0, In).
La statistique ∆l est diffe´rente de la statistique ∆χ2, et est calcule´e avec les e´quations (5.37),
(5.38), (5.39), (5.40) et (5.41).
On montre nos re´sultats avec une hypothe`se H0 no wiggles dans la table 5.5. Cette fois on obtient
une significativite´ moyenne de 2.53σ sous H1, ce qui est un peu plus faible que pour une matrice
de covariance constante (2.88σ). D’un autre coˆte´ si l’on utilise la statistique ∆χ2 au lieu de ∆l on
obtient une significativite´ moyenne de 1.87σ sous H1 avec notre proce´dure rigoureuse. Cela justifie
notre choix de remplacer la statistique ∆χ2 par ∆l, qui reste un rapport de vraisemblance ge´ne´ralise´
dans ce cas (voir la section 5.3). En utilisant la me´thode classique du χ2, on obtient une moyenne
de
√
∆χ2 e´gale a` 3.10. Dans ce cas la significativite´ donne´e par la me´thode classique est tre`s loin de
la vraie significativite´ moyenne e´gale a` 1.87σ. Comme on l’a de´ja` mentionne´ dans la section 5.2.3, la
me´thode classique du χ2 ne peut pas eˆtre utilise´e dans le cas ou` la matrice de covariance de´pend du
mode`le.
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Table 5.5 –√
∆χ2 σreel(∆χ2) σreel(∆l)
Toutes simus H1 3.10σ 1.87σ 2.53σ
Simus H1 avec σreel < 4.25σ 3.06σ 1.86σ 2.53σ
NOTES.— Significativite´s moyennes obtenues sous H1 avec la me´thode classique
√
∆χ2 (avec la
convention
√
∆χ2 = 0 pour ∆χ2 < 0), avec notre me´thode rigoureuse σreel(∆χ
2) et avec notre
me´thode rigoureuse pour le rapport de vraisemblance ge´ne´ralise´ σreel(∆l), avec une hypothe`se H0 no
wiggles. On montre les moyennes
√
∆χ2, σreel(∆χ2) et σreel(∆l) obtenues avec toutes les simulations
H1 et en se limitant au seuil de significativite´ de notre me´thode σreel(∆χ2) < 4.25σ. Ici la me´thode
classique du χ2 surestime grossie`rement la significativite´. On voit aussi que le rapport de vraisemblance
ge´ne´ralise´ ∆l donne de meilleurs re´sultats que la statistique ∆χ2.
Table 5.6 –√
∆χ2 σreel(∆χ2) σreel(∆l)
Toutes simus H1 3.88σ 1.46σ 2.71σ
Simus H1 avec σreel < 4.25σ 3.81σ 1.45σ 2.54σ
NOTES.— Significativite´s moyennes obtenues sous H1 avec la me´thode classique
√
∆χ2 (avec la
convention
√
∆χ2 = 0 pour ∆χ2 < 0), avec notre me´thode rigoureuse σreel(∆χ
2) et avec notre
me´thode rigoureuse pour le rapport de vraisemblance ge´ne´ralise´ σreel(∆l), avec une hypothe`se H0 ze´ro
baryon. On montre les moyennes
√
∆χ2, σreel(∆χ2) et σreel(∆l) obtenues avec toutes les simulations
H1 et en se limitant au seuil de significativite´ de notre me´thode σreel(∆χ2) < 4.25σ. Ici la me´thode
classique du χ2 surestime grossie`rement la significativite´. On voit aussi que le rapport de vraisemblance
ge´ne´ralise´ ∆l donne de meilleurs re´sultats que la statistique ∆χ2.
On ve´rifie que ces conclusions ne sont pas dues a` l’impre´cision de notre proce´dure pour les signifi-
cativite´s e´leve´es. En effet lorsque l’on conside`re seulement les re´alisations sous la limite 4.25σ, notre
proce´dure donne une significativite´ moyenne de 2.53σ avec ∆l et de 1.86σ pour ∆χ2, alors que la
moyenne de
√
∆χ2 est de 3.06.
On effectue les meˆmes calculs pour une hypothe`se H0 ze´ro baryon et l’on montre nos re´sultats dans
la table 5.6. On obtient une significativite´ moyenne de 2.71σ avec ∆l contre 1.46σ avec ∆χ2. La signifi-
cativite´ moyenne donne´e par la me´thode du χ2 classique de 3.88σ est a` nouveau grossie`rement fausse.
De plus ces re´sultats ne sont pas dus a` l’impre´cision de notre me´thode aux hautes significativite´s.
A ce point on peut noter que les significativite´s moyennes obtenues avec la statistique ∆χ2 sont
bien plus faibles que pour une matrice de covariance constante C. On en de´duit que l’approximation
de Cθ par une matrice constante C affecte de fac¸on importante la proce´dure de de´tection des BAOs.
A nouveau on peut comprendre plus en de´tails les diffe´rences de significativite´s donne´es par les
diffe´rentes me´thodes. Sur la figure 5.7 on montre la significativite´
√
∆χ2σ donne´e par la me´thode
classique du χ2 en fonction de la significativite´ rigoureuse σreel(∆χ
2). La sous-figure de gauche montre
le cas d’une hypothe`se H0 no wiggles et la sous-figure de droite le cas d’une hypothe`se H0 ze´ro baryon.
Contrairement au cas d’une matrice de covariance constante dans la section 5.5.1, on voit que la
significativite´ donne´e par la me´thode classique du χ2 est grossie`rement fausse. Elle est sous-estime´e
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Figure 5.7 – A gauche : Significativite´ de la de´tection des BAOs obtenue avec la me´thode classique√
∆χ2 (avec la convention
√
∆χ2 = 0 pour ∆χ2 < 0) en fonction de la significativite´ rigoureuse
σreel(∆χ
2), avec une hypothe`se H0 no wiggles. La courbe est obtenue pour 50,000 re´alisations qui
prennent diffe´rentes valeurs de ∆χ2. On voit que pour ∆χ2 < 0 et pour des valeurs faibles de ∆χ2,
la me´thode classique sous-estime la significativite´. En revanche aux plus grandes valeurs de ∆χ2, la
significativite´ devient grossie`rement surestime´e, si bien que la me´thode classique est grossie`rement
fausse dans le cas d’une matrice de covariance Cθ. A droite : Meˆme chose pour une hypothe`se H0 ze´ro
baryon.
pour les faibles significativite´s, mais devient grossie`rement surestime´e aux plus hautes significativite´s
(en particulier pour une hypothe`se H0 ze´ro baryon). La me´thode classique du χ2 est donc a` proscrire
dans le cas d’une matrice de covariance de´pendant du mode`le Cθ.
Enfin on montre sur la figure 5.8 une comparaison de la significativite´ rigoureuse obtenue avec
∆l en fonction de la significativite´ rigoureuse obtenue avec ∆χ2. A nouveau, la sous-figure de gauche
montre le cas d’une hypothe`se H0 no wiggles alors que la sous-figure de droite montre le cas d’une
hypothe`se H0 ze´ro baryon. Pour des raisons de visibilite´, on montre seulement 1,000 re´alisations avec
un mode`le pris a` chaque fois ale´atoirement dans tous les mode`les H1. On voit que pour la majorite´
des re´alisations, la significativite´ obtenue est plus grande avec ∆l qu’avec ∆χ2. Ceci justifie notre
recommandation de continuer a` utiliser un rapport de vraisemblance ge´ne´ralise´ dans le cas d’une
matrice Cθ.
Donnons un exemple concret ou` l’on obtiendrait une valeur ∆χ2 = 25 qui s’interpre`terait comme
une de´tection a` un niveau 5σ avec la me´thode classique du χ2. Pour une hypothe`se H0 no wiggles, on
voit avec la figure 5.7 que cela correspond en fait a` une vraie significativite´ e´gale a` σreel(∆χ
2) = 2.66σ.
En revanche si l’on utilise la statistique ∆l, une valeur ∆χ2 = 25 correspond en moyenne a` une
significativite´ σreel(∆l) = 3.51σ obtenue avec la statistique ∆l.
5.6 Conclusion
Dans ce chapitre, on s’est focalise´ sur diffe´rentes questions statistiques concernant la de´tection des
BAOs. On a e´tudie´ en de´tails la me´thode classique du χ2, qui est la me´thode habituellement utilise´e
pour la de´tection des BAOs. On a vu que cette me´thode est base´e sur des hypothe`ses H0 et H1 de la
forme suivante :
H0 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξnoBAO,θ, C)
H1 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξBAO,θ, C)
On a aussi vu que cette me´thode faisait aussi l’approximation que les espaces de fonctions de
corre´lation (ξnoBAO,θ)θ∈Θ et (ξBAO,θ)θ∈Θ sont des espaces affines.
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Figure 5.8 – A gauche : Significativite´ de la de´tection des BAOs obtenue sous H1 avec ∆l en fonction
de la significativite´ obtenue avec ∆χ2, avec une hypothe`se H0 no wiggles. Pour des raisons de visibilite´,
on montre seulement 1,000 re´alisations avec un mode`le pris a` chaque fois ale´atoirement dans tous
les mode`les H1. On voit que pour la majorite´ des re´alisations, la significativite´ obtenue est plus
grande avec ∆l qu’avec ∆χ2. Ceci justifie notre recommandation de continuer a` utiliser un rapport
de vraisemblance ge´ne´ralise´ dans le cas d’une matrice Cθ. A droite : Meˆme chose avec une hypothe`se
H0 ze´ro baryon.
On a e´tudie´ la mode´lisation statistique de ξˆ. Pour cela, on a utilise´ une nouvelle proce´dure nous
permettant d’obtenir des simulations log-normales sur une grille en θ = (ωm, α,B) en un temps
raisonnable. Ces simulations nous ont permis d’obtenir une matrice de covariance re´aliste Cθ pour ξˆ
en fonction de θ. On a ve´rifie´ l’absence de biais dans l’estimateur de Landy-Szalay et pour diffe´rents
mode`les cosmologiques utilise´es dans les simulations. On a e´galement ve´rifie´ la validite´ de l’hypothe`se
de Gaussianite´ sur ξˆ.
On a ensuite teste´ la me´thode classique du χ2 pour diffe´rents types d’hypothe`ses. On a vu que si
l’on conside`re une matrice de covariance constante C dans les hypothe`ses H0 et H1, alors la me´thode
classique du χ2 donne une significativite´
√
∆χ2σ qui est une bonne approximation de la vraie signi-
ficativite´. Cependant l’approximation de Cθ par une matrice constante C est en re´alite´ tre`s mauvaise
pour la de´tection des BAOs. En effet, en utilisant la matrice de covariance re´aliste Cθ obtenue avec
nos simulations, on a vu que les re´sultats changeaient beaucoup par rapport a` une matrice constante
C. On a vu notamment que dans le cas ou` les hypothe`ses H0 et H1 sont plus re´alistes et utilisent la
matrice Cθ, la me´thode classique du χ
2 donne des niveaux de significativite´ grossie`rement faux.
On a propose´ une nouvelle me´thode pour estimer la significativite´ de fac¸on rigoureuse dans tous
les cas. Cette me´thode peut eˆtre assez couteuse en temps de calcul si l’on veut quantifier des hauts
niveaux de significativite´. Mais ce proble`me n’est pas si grave, puisqu’il n’intervient que lorsque la
significativite´ est grande et la de´tection des BAOs de´ja` suˆre. Finalement on a propose´ une nouvelle
statistique ∆l qui reste un rapport de vraisemblance ge´ne´ralise´ dans le cas d’une matrice de covariance
Cθ. On a montre´ que cette statistique surpasse la statistique habituelle ∆χ
2 dans ce cas.
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Chapitre 6
Effet de Cθ pour contraindre les
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La notion d’e´talon standard est bien connue dans la vie courante, puisque l’on peut identifier la
distance d’un objet a` partir de sa taille apparente lorsqu’on connaˆıt sa vraie taille. En cosmologie,
le meˆme principe peut eˆtre applique´. En effet, nous observons les objets en espace redshift, et si l’on
connaˆıt la vraie taille de ces objets on peut contraindre la relation redshift-distance pour qu’ils nous
apparaissent avec la bonne taille.
A partir du mode`le physique de´crit dans la section 1.4, on voit que l’e´chelle rs du BAO fournit un
e´talon standard pour e´tudier la ge´ome´trie de l’univers (Eisenstein et al. 1998; Blake and Glazebrook
2003; Seo and Eisenstein 2005). C’est un e´talon standard de choix puisque l’e´chelle imprime´e dans la
fonction de corre´lation reste fixe en coordonne´es comobiles par e´volution line´aire (qui ne change que
l’amplitude globale du spectre de puissance et donc de la fonction de corre´lation, voir section 1.3.2).
Notons que la relation redshift-distance a` faible redshift fournit des informations importantes sur
l’e´nergie noire, qui est dominante aux e´poques re´centes. Pour ces diffe´rentes raisons, le rapport du
Dark Energy Task Force (Albrecht et al. 2006), qui est un groupe de travail conc¸u pour comparer les
diffe´rentes approches d’e´tude de l’e´nergie sombre, conclut que l’approche base´es sur les BAOs est celle
qui est la moins soumise a` des effets syste´matiques.
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6.1 Utiliser les BAOs pour contraindre les parame`tres cosmo-
logiques
On montre dans cette section comment on peut utiliser en pratique la proprie´te´ d’e´talon standard
des BAOs afin de contraindre les parame`tres cosmologiques (et notamment les parame`tres d’e´nergie
sombre).
Notons d’abord que le pic BAO n’est pas un e´talon standard au sens strict car il y a une le´ge`re
de´pendance de l’horizon sonique rs en fonction des parame`tres cosmologiques (voir e´quation (1.112)).
On peut aussi voir cette de´pendance sur la figure 1.7 ou` la position du pic BAO dans la fonction de
corre´lation varie le´ge`rement en fonction du mode`le. Il y a e´galement certaines subtilite´s a` prendre en
compte pour une analyse rigoureuse. Un point tre`s important est que la position du maximum local
de la fonction de corre´lation the´orique ne co¨ıncide pas avec l’horizon sonique rs, meˆme dans le re´gime
line´aire (Sa´nchez et al. 2008). Enfin l’e´volution non line´aire cause aussi un de´calage du pic BAO dans
la fonction de corre´lation (voir section 1.3.4).
Pour comprendre comment utiliser la proprie´te´ d’e´talon standard, on rappelle comment on peut
e´tudier la ge´ome´trie de l’univers en mesurant la fonction de corre´lation (voir section 2.2.5). La cos-
mologie fiducielle utilise´e pour convertir les redshifts en distances introduit des distortions du releve´
de galaxies, qui sont diffe´rentes suivant la ligne de vise´e et la direction transverse. Ceci se traduit
comme une dilatation de la fonction de corre´lation bidimensionnelle. Si l’on conside`re l’espe´rance de
l’estimateur de la fonction de corre´lation estime´e en coordonne´es fiducielles, on obtient :
E
[
ξˆ(π, σ)
]
= ξ
(
Hfid(z)
H(z)
π,
DA(z)
DfidA (z)
σ
)
(6.1)
ou` ξ(π, σ) est la vraie fonction de corre´lation en espace redshift 2D. Si l’on ne s’inte´resse qu’au monopole
de la fonction de corre´lation ξ0(r), on peut approximer l’effet ge´ome´trique comme une simple dilatation
de la fonction de corre´lation par un facteur α = DV (〈z〉)/DfidV (〈z〉), ou` 〈z〉 est le redshift moyen du
releve´ et DV est l’e´chelle de dilatation (dilation scale) donne´e par :
DV (z) =
[
(1 + z)2DA(z)
2 cz
H(z)
]1/3
∝ DA(z)2/3 1
H(z)1/3
(6.2)
L’espe´rance du monopole de la fonction de corre´lation en coordonne´es fiducielles (quasiment tou-
jours note´e ξ(r) et appele´e fonction de corre´lation, meˆme si cela constitue un abus de language) est
donc relie´e a` la vraie fonction de corre´lation par la relation :
E
[
ξˆ0(s)
]
= ξ(αs) (6.3)
Montrons maintenant comment la proprie´te´ d’e´talon standard a` travers l’e´tude de la fonction de
corre´lation. Il existe principalement 2 types d’approches (des approches e´quivalentes peuvent eˆtre uti-
lise´es pour le spectre de puissance) :
– Un premier type d’approche consiste a` simplement utiliser la relation entre le pic BAO dans la
fonction de corre´lation et la taille de l’horizon sonique rs (Kazin et al. 2010; Mehta et al. 2012)
– Le second type d’approche consiste a` utiliser la forme globale de la fonction de corre´lation (in-
cluant implicitement la position du pic BAO) pour contraindre les parame`tres cosmologiques
(Eisenstein et al. 2005; Sa´nchez et al. 2009; Beutler et al. 2011; Blake et al. 2011a,b)
6.1.1 Approche base´e seulement sur la position du pic BAO
Conside´rons d’abord la premie`re approche ou` l’on ne s’inte´resse qu’a` la position du pic BAO dans
la fonction de corre´lation. Pour montrer le principe ge´ne´ral, on suit l’analyse de Kazin et al. (2010)
qui se base sur la relation suivante :
DV (〈z〉)
rs
=
DfidV (〈z〉)
γsfidp (〈z〉)
(6.4)
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avec DV (〈z〉), rs respectivement la vraie e´chelle de dilatation et la vraie taille de l’horizon sonique,
DfidV (〈z〉), sfidp (〈z〉) respectivement l’e´chelle de dilatation et la position du pic BAO (i.e. le maximum
local dans la fonction de corre´lation) en coordonne´es fiducielles, et γ un facteur de proportionnalite´
entre rs et sp. Cela suppose qu’il existe une relation de proportionnalite´ rs = γsp qui serait valable pour
tous les mode`les cosmologiques, et qui peut eˆtre mesure´e sur des simulations. En re´alite´ cette relation
n’a pas de raison d’eˆtre valable pour tous les mode`les, mais elle est valable au premier ordre. Avec
cette relation de proportionnalite´, la relation (6.4) se re´duit simplement a` l’hypothe`se de dilatation
de la fonction de corre´lation suivant le parame`tre α = DV (〈z〉)/DfidV (〈z〉) :
DV (〈z〉)
sp
=
DfidV (〈z〉)
sfidp (〈z〉)
(6.5)
On peut facilement calculer DfidV (〈z〉) pour la cosmologie fiducielle choisie. rs est bien contraint par
les mesures du CMB (Komatsu et al. 2009) et sfidp (〈z〉) est mesure´ a` une incertitude pre`s a` partir
de la fonction de corre´lation estime´e en coordonne´es fiducielles. On peut donc se servir de la relation
(6.4) pour contraindre le parame`tre DV (〈z〉).
6.1.2 Approche base´e sur la forme globale de la fonction de corre´lation
Conside´rons maintenant le second type d’approche qui utilise la forme globale de la fonction de
corre´lation. Pour cela on fait l’hypothe`se suivante pour l’estimateur ξˆ de la fonction de corre´lation :
∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξθ, Cθ)
i.e. qu’il existe un mode`le θ correct, tel que l’espe´rance de la fonction de corre´lation estime´e est e´gale
la fonction de corre´lation du mode`le, E
[
ξˆ
]
= ξθ, et la matrice de covariance de l’estimateur est e´gale
a` Cθ. θ comprend tous les parame`tres dont peut de´pendre la fonction de corre´lation (e.g. tous les
parame`tres du mode`le ΛCDM).
L’hypothe`se de la Gaussianite´ de ξˆ est tre`s courante, et on a ve´rifie´ qu’elle est justifie´e dans la
section 5.4.3 (elle a aussi e´te´ justifie´e par d’autres e´tudes, notamment dans Manera et al. (2012)).
On veut contraindre le parame`tre θ a` partir de l’estimateur ξˆ, et pour cela on doit adopter un
point de vue Baye´sien et supposer une probabilite´ a priori p(θ). La poste´rieur sur θ est alors donne´e
par le the´ore`me de Bayes :
p(θ | ξˆ) ∝ p(θ)Lθ(ξˆ) (6.6)
avec Lθ(ξˆ) la vraisemblance de la mesure pour le mode`le θ. Avec l’hypothe`se Gaussienne, la vraisem-
blance est donne´e par :
Lθ(ξˆ) ∝ |Cθ|−1/2e− 12 〈ξˆ−ξθ,C
−1
θ
(ξˆ−ξθ)〉 (6.7)
La question du choix de p(θ) peut eˆtre de´licate puisqu’il y a une part de subjectivite´. Toutefois
comme on s’y attend, plus la mesure ξˆ est pre´cise et moins le choix de la probabilite´ a priori p(θ)
influence la poste´rieure p(θ | ξˆ).
A partir de la poste´rieure p(θ | ξˆ), on peut obtenir les contraintes unidimensionnelles sur les pa-
rame`tres θ1, . . . , θn de θ = (θ1, . . . , θn) en marginalisant par rapport aux autres parame`tres :
p(θi | ξˆ) =
∫
p(θ1, . . . , θi−1, θi, θi+1, . . . , θn | ξˆ)dθ1 . . .dθi−1dθi+1 . . .dθn (6.8)
Cette approche base´e sur la forme globale de la fonction de corre´lation posse`de a` la fois des
avantages et des inconve´nients par rapport a` l’approche base´e seulement sur la position du pic BAO.
Le principal avantage est qu’elle utilise la totalite´ de l’information contenue dans l’estimateur de la
fonction de corre´lation ξˆ et permet donc d’obtenir des meilleures contraintes. Le principal inconve´nient
est qu’elle requiert une tre`s bonne mode´lisation de la fonction de corre´lation, notamment des effets
non line´aires et du biais de´pendant d’e´chelle des galaxies (voir sections 1.3.4 et 2.2.2)). En effet, des
erreurs de mode´lisation peuvent mener a` des contraintes biaise´es sur θ. Une fac¸on de re´duire ce risque
est de conside´rer des e´chelles r suffisamment grandes, ou` l’on est confiant par rapport a` la mode´lisation
de ces effets.
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Le parame`tre θ peut avoir une dimension importante (6 parame`tres dans un mode`le ΛCDM), et
il devient alors quasiment impossible de calculer la valeur de p(θ | ξˆ) sur une grille en θ. L’approche
habituelle dans ce cas est d’utiliser des me´thodes MCMC (pour Markov Chain Monte Carlo), qui
utilisent des chaˆınes de Markov dont la distribution a` l’e´quilibre est e´gale a` la probabilite´ recherche´e
p(θ | ξˆ). Avec un nombre suffisant de chaˆınes on peut donc avoir un e´chantillon de points repre´sentatifs
de la distribution p(θ | ξˆ) et en de´duire des contraintes unidimensionnelles p(θi | ξˆ).
Notons finalement que cette approche n’utilise pas de fac¸on explicite la proprie´te´ d’e´talon standard
des BAOs, mais elle l’utilise de fac¸on naturelle a` travers la de´pendance de ξθ par rapport au parame`tre
α. En gardant les autres parame`tres constants, α induit une dilatation de la fonction de corre´lation.
Ainsi la position du pic BAO permet de naturellement contraindre ce parame`tre α dans la probabilite´
poste´rieure.
Dans la suite on utilisera un mode`le simple avec seulement trois parame`tres dans ξθ : θ =
(ωm, α,B), avec ωm = Ωmh
2 la densite´ de matie`re, α le parame`tre de dilatation et B = b2 un
simple facteur d’amplitude dans la fonction de corre´lation. Ceci est ne´cessaire pour rendre possible
notre analyse : estimer une matrice de covariance de´pendant du mode`le Cθ et estimer les erreurs in-
duites dans la poste´rieure p(θ | ξˆ) lorsqu’on approxime la matrice de covariance de´pendant du mode`le
Cθ par une matrice constante C.
6.1.3 But du travail dans ce chapitre
On a vu dans la section 6.1 qu’une approche classique pour contraindre les parame`tres cosmolo-
giques avec les BAOs, est de mesurer la fonction de corre´lation et de faire une analyse de vraisemblance
Lθ(ξˆ), a` partir d’un mode`le statistique de ξˆ en fonction de θ. Un mode`le habituel est de conside´rer
que ξˆ est simplement une variable Gaussienne, centre´e sur une fonction de corre´lation mode`le ξθ avec
une matrice de covariance constante C.
L’hypothe`se de Gaussianite´ a e´te´ ve´rifie´e dans la section 5.4.3. Toutefois l’approximation d’une
matrice de covariance constante C n’a pas e´te´ beaucoup e´tudie´e, probablement parce qu’il est difficile
d’estimer une matrice de covariance de´pendant du mode`le Cθ. En effet la proce´dure habituelle est de
calculer la matrice de covariance empirique sur un grand nombre de simulations :
Cij =
1
N − 1
N∑
k=1
[ξˆk(ri)− ξ¯(ri)][ξˆk(rj)− ξ¯(rj)] (6.9)
ξ¯ =
1
N
N∑
k=1
ξˆk (6.10)
Cette proce´dure peut de´ja` eˆtre longue pour une seule valeur de θ, et elle semble infaisable pour
une grille multidimensionnelle de valeurs de θ.
Une alternative consiste a` utiliser des formules analytiques pour estimer la matrice de covariance
de ξˆ en fonction de θ. Une re´cente tentative a e´te´ faite dans Xu et al. (2012). Cette e´tude commence
par calculer analytiquement une matrice de covariance de´pendant de θ dans le cas d’un champ de
galaxies Gaussien. La matrice de covariance est ensuite modifie´e pour eˆtre en accord avec une matrice
de covariance empirique estime´e sur des simulations. Cette proce´dure est tre`s inte´ressante puisqu’elle
fournit une matrice de covariance Cθ de fac¸on tre`s rapide. Toutefois elle n’est pas totalement aveugle,
puisqu’elle requiert d’ajuster certains parame`tres pour eˆtre en accord avec les simulations. En outre il
n’a pas encore e´te´ montre´ que l’estimation e´tait correcte pour des valeurs de θ diffe´rentes de la valeur
utilise´e pour l’ajustement des parame`tres.
Dans ce chapitre nous n’allons pas e´tudier cette question de mode´liser de fac¸on analytique la
matrice de covariance. On va plutoˆt regarder si cette mode´lisation est requise, i.e. si l’approximation
habituelle d’une matrice de covariance constante C au lieu de Cθ engendre une erreur de mode´lisation
(e.g. en changeant les re´gions de confiance).
Pour que notre analyse soit possible on va seulement conside´rer un parame`tres tridimensionnel
θ = (ωm, α,B) comme dans le chapitre 5. On se servira des simulations de´taille´es dans la section 5.4.2
afin d’obtenir une matrice de covariance Cθ. Comme on l’a de´ja` vu, les parame`tres α et B peuvent
eˆtre pris en compte de fac¸on optimise´e, i.e. sans ajouter beaucoup de temps de calcul.
On va d’abord e´tudier de fac¸on pre´cise la de´pendance de Cθ en fonction des diffe´rents parame`tres
ωm, α et B. On va ensuite regarder l’erreur de mode´lisation lorsqu’on approxime Cθ par une matrice
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constante C, pour la fonction de corre´lation estime´e du catalogue SDSS DR7-Full. Finalement on
va quantifier l’erreur de mode´lisation sur des simulations du SDSS DR7-Full et sur des simulations
correspondant a` des releve´s futurs.
6.2 Mode´lisation de ξˆ et simulations SDSS DR7-Full
6.2.1 Mode`les de fonctions de corre´lation
On utilise ici la meˆme mode´lisation de la fonction de corre´lation que dans le chapitre 5. La seule
diffe´rence est que l’on ne conside`re ici que l’hypothe`se H1, i.e. seulement les mode`les de fonctions
de corre´lation avec BAOs. En effet, notre but est d’obtenir des contraintes cosmologiques dans la
cadre du mode`le cosmologique actuel, et non de tester l’existence des BAOs comme c’e´tait le cas dans
le chapitre 5. Re´sumons brie`vement les diffe´rentes e´tapes pour obtenir les mode`les de fonctions de
corre´lation ξθ avec le parame`tre tridimensionnel θ = (ωm, α,B).
On conside`re d’abord les spectres de puissance line´aires PL en fonction de ωm (i.e. en fixant les
parame`tres ωb = 2.227× 10−2 et ns = 0.966 aux valeurs du maximum de vraisemblance WMAP7) et
avec le choix σ8 = 0.81.
On corrige ensuite l’e´volution non line´aire avec la proce´dure de´crite dans la section 1.3.4. Plus
pre´cise´ment, on applique un lissage Gaussien a` la diffe´rence entre le spectre line´aire et le spectre no
wiggles de Eisenstein and Hu (1998), PL(k)− Pnw,L(k), et l’on restaure la forme ge´ne´rale du spectre
en rajoutant Pnw,L(k) apre`s le lissage :
Pdw,L(k) = Pnw,L(k) + e
−a2k2/2[PL(k)− Pnw,L(k)] (6.11)
Pour prendre en compte les corrections non line´aires invariantes d’e´chelle, on applique a` Pdw,L les
corrections non line´aires de HALOFIT correspondant au spectre invariant d’e´chelle Pnw,L(k) :
Pdw,NL(k) =
Pnw,NL(k)
Pnw,L(k)
Pdw,L(k) (6.12)
Tous ces spectres sont calcule´s au redshift moyen z = 0.3 du catalogue. La fonction de corre´lation
de la distribution de galaxies, qui de´pend de ωm, est obtenue en fixant la valeur de a dans la formule
(6.11) et en mode´lisant le biais de´pendant d’e´chelle B(r) des galaxies de l’e´chantillon par rapport a`
la matie`re :
ξgalaxies,ωm(r) = B(r) ξdw,NL(r) (6.13)
Pour ce faire, on utilise les catalogues LasDamas, en choisissant les parame`tres a et B(r) afin
d’ajuster la fonction de corre´lation LasDamas par rapport a` notre mode`le.
On mode´lise ensuite les effets ge´ome´triques introduits par la cosmologie fiducielle en introduisant
le parame`tre α = DV (〈z〉)/DfidV (〈z〉), ou` 〈z〉 = 0.3 est le redshift moyen de l’e´chantillon et DV (z) est
l’e´chelle de dilatation.
On introduit finalement un facteur multiplicatif constant B = b2 et l’on obtient le mode`le final de
corre´lation en fonction de ωm, α et B = b
2 :
ξωm,α,B(r) = b
2ξgalaxies,ωm(α r) (6.14)
Il ne reste plus qu’a` discre´tiser ce mode`le continu de fac¸on e´quivalente au comptage de paires lors
de l’estimation de la fonction de corre´lation. Pour un intervalle [ri − dr/2, ri + dr/2], la fonction de
corre´lation discre´tise´e est donne´e par :
ξωm,α,B(ri) =
∫ ri+dr/2
ri−dr/2 ξωmh2,α,B(r) r
2 dr∫ ri+dr/2
ri−dr/2 r
2 dr
(6.15)
Dans toute cette e´tude, on utilise des intervalles de taille dr = 10h−1Mpc entre les distances
r = 20h−1Mpc et r = 200h−1Mpc, ce qui correspond a` n = 18 intervalles, i.e. un vecteur (ξωm,α,B(ri))
de dimension n = 18.
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6.2.2 Simulations log-normales SDSS DR7-Full utilise´es
On utilise ici les meˆmes simulations log-normales du catalogue DR7-Full que dans le chapitre 5.
Ces simulations ont d’abord comme but de ve´rifier l’absence de biais dans les estimateurs ainsi que
leur Gaussianite´, i.e. que l’hypothe`se suivante est valide :
∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξBAO,θ, CBAO,θ)
ou` l’on rappelle la parame´trisation tridimensionnelle θ = (ωm, α,B) que l’on utilise. Nous avons fait
cette ve´rification dans la section 5.4.3.
Ces simulations ont ensuite servi a` estimer la matrice de covariance de´pendant du mode`le Cθ. En
effet, notre but dans ce chapitre est de quantifier l’erreur de mode´lisation due a` l’approximation de Cθ
par une matrice constante C. Il est donc important de pouvoir bien estimer la matrice de covariance
Cθ, et de comprendre sa de´pendance en fonction de θ.
Re´sumons brie`vement notre proce´dure pour ge´ne´rer des simulations SDSS DR7-Full (voir la section
3.2.2 pour une description de ce catalogue) sur une grille de valeurs de θ.
Nos simulations utilisent la meˆme couverture angulaire du ciel et le meˆme densite´ moyenne de
galaxies n¯(r) que le catalogue SDSS DR7-Full. Pour chaque simulation on utilise l’estimateur de
Landy-Szalay avec des poids constants pour toutes les galaxies. Pour des raisons de temps de calcul
on estime se´pare´ment la fonction de corre´lation dans l’he´misphe`re galactique sud et l’he´misphe`re
galactique sud. On re´unit les deux estimateurs (respectivement ξˆNGC et ξˆSGC) avec la combinaison
line´aire optimale (voir annexe C) :
ξˆ = Cθ
[
C−1NGC,θ ξˆNGC + C
−1
SGC,θ ξˆSGC
]
(6.16)
Cθ =
(
C−1NGC,θ + C
−1
SGC,θ
)−1
(6.17)
avec Cθ la matrice de covariance de l’estimateur complet ξˆ re´sultant de ce choix.
Les trois parame`tres de θ = (ωm, α,B) sont pris en compte de fac¸on diffe´rente dans les simu-
lations. Pour le parame`tre ωm, on n’a pas d’autre choix que de ge´ne´rer de nouveaux ensembles de
simulations log-normales pour chaque valeur de ωm. On choisit de conside´rer 5 valeurs diffe´rentes,
ωm = 0.08, 0.105, 0.13, 0.155, 0.18 et l’on va simplement interpoler line´airement la matrice de cova-
riance pour les valeurs interme´diaires (l’interpolation est faite dans le sens classique, i.e. coefficient
par coefficient).
D’un autre coˆte´, le parame`tre α peut eˆtre pris en compte de fac¸on mois contraignante avec la
proce´dure de´taille´e dans la section 3.4.3. On utilise les valeurs minimum αmin = 0.8 et maximum
αmax = 1.2. Etant donne´ que D
fid
V (z = 0.3) = 1180Mpc, les valeurs minimum et maximum de α
correspondent a` un intervalle DV (0.3) ∈ [944 Mpc, 1416 Mpc] pour nos simulations.
Finalement il reste a` mode´liser l’effet de B = b2, qui change la vraie distribution en coordonne´es
comobiles, de la meˆme fac¸on que ωm. Mais parce que c’est simplement un facteur multiplicatif constant
B, cela devrait donner approximativement un facteur multiplicatif B2 dans la matrice de covariance
de ξˆ. On ve´rifiera dans la section 6.3 que cette approximation est bonne pour des valeurs raisonnables
de b, et que l’approximation CB ∝ B2C est bien plus proche de la vraie matrice de covariance que
l’approximation d’une matrice constante CB = C. Ce parame`tre peut donc eˆtre traite´ sans avoir
besoin de simulations additionnelles.
Notre ensemble principal de simulations est ge´ne´re´ avec une valeur B = b2 = 2.52 (notons que
l’on conside`re ici le biais par rapport a` la corre´lation en espace re´el et non en espace redshift, i.e. sans
le facteur de Kaiser de l’e´quation (2.30)). On ve´rifiera la validite´ de l’approximation CB ∝ B2C en
comparant la matrice de covariance obtenue sur l’ensemble avec B = 2.52 a` la matrice de covariance
obtenue sur un ensemble avec B = 3.02.
Pour chaque valeur de (ωm, α) on ge´ne`re N = 2, 000 simulations log-normales pour estimer la ma-
trice de covariance de´pendant du mode`le Cωm,α, de sorte qu’il y a tre`s peu de bruit dans l’estimation.
6.3 De´pendance de Cθ par rapport a` ωm, α et B
On de´crit ici la de´pendance de Cθ (obtenue avec l’ensemble de simulations log-normales pre´sente´
dans la section 6.2.2) par rapport a` ωm, α et B. Nous avons diffe´re´ cette analyse que l’on aurait pu
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faire dans le chapitre 5, puisqu’il s’agit du but de ce chapitre de comprendre l’erreur de mode´lisation
induite par l’approximation de Cθ par une matrice constante C, et donc de comprendre la de´pendance
de Cθ par rapport a` θ.
On ve´rifie d’abord que la de´pendance de Cθ par rapport a` B = b
2 peut eˆtre effectivement ap-
proxime´e comme Cωm,α,B ∝ B2Cωm,α. Pour cela on compare la matrice de covariance C1 = Cωm,α,B1
avec la matrice de covariance C2 = Cωm,α,B2 , chacune e´tant obtenue avec 2,000 simulations log-
normales, respectivement avec ωm = 0.13, α = 1, B1 = 2.5
2 et ωm = 0.13, α = 1, B2 = 3.0
2.
On calcule la distance L2 entre (B2/B1)
2C1 et C2, que l’on compare a` la distance L2 entre C1 et
C2 :
‖(B2/B1)2C1 − C2‖2
‖C1 − C2‖2 = 0.22 (6.18)
On obtient donc que l’approximation Cωm,α,B ∝ B2Cωm,α est 5 fois plus pre´cise que l’approxima-
tion d’une matrice de covariance constante, ce qui justifie notre mode´lisation.
On s’inte´resse maintenant a` la de´pendance de Cθ par rapport aux 2 autres parame`tres ωm et α.
On commence par analyser la de´pendance de Cθ par rapport a` ωm dans le cas α = 1 et B = 2.5
2.
On montre sur les figures 6.1 et 6.2 les variations de Cθ pour ωm = 0.08, 0.105, 0.13, 0.155, 0.18. Par
souci de clarte´ on distingue la matrice de corre´lation (i.e. la matrice de covariance normalise´e par ses
e´le´ments diagonaux) ρθ de la formule (6.19) et la variance diagonale σθ =
(√
Cθ,ii
)
, qui donnent une
description comple`te de la matrice de covariance lorsqu’on les combine.
ρθ,ij =
Cθ,ij√
Cθ,iiCθ,jj
=
1
σθ,iσθ,j
Cθ,ij (6.19)
On rappelle que la fonction de corre´lation posse`de n = 18 intervalles de taille dr = 10h−1Mpc
entre 20h−1Mpc et 200h−1Mpc. On constate une forte de´pendance a` la fois de ρθ et σθ par rapport
a` ωm.
Finalement on e´tudie la de´pendance de Cθ par rapport a` α dans le cas ωm = 0.13 and B = 2.5
2.
On montre sur les figures 6.3 and 6.4 les variations de Cθ pour α = 0.8, 0.9, 1.0, 1.1, 1.2, a` nouveau en
se´parant la matrice de corre´lation ρθ et la variance diagonale σθ. On trouve e´galement une de´pendance
a` la fois de ρθ et σθ par rapport a` α, mais cette de´pendance n’est pas aussi forte que pour ωm. Notons
que cette conclusion de´pend clairement de la plage de variation des parame`tres, mais on a conside´re´
ici des variations habituelles.
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Pour obtenir des contraintes de parame`tres cosmologiques avec les BAOs, on e´tudie ge´ne´ralement
la vraisemblance de la fonction de corre´lation globale (Eisenstein et al. 2005; Sa´nchez et al. 2009;
Beutler et al. 2011; Blake et al. 2011a,b) ou du spectre de puissance global (Cole et al. 2005; Tegmark
et al. 2006; Padmanabhan et al. 2007; Reid et al. 2010; Ho et al. 2012), bien que certaines e´tudes
se concentrent uniquement sur la position de pic BAO (Percival et al. 2007, 2010; Kazin et al. 2010;
Mehta et al. 2012). Il s’agit des deux types de me´thodes que l’on a pre´sente´ respectivement dans les
section 6.1.2 et 6.1.1.
Ici on va suivre l’approche base´e sur la vraisemblance de la fonction de corre´lation globale. On
suppose que l’hypothe`se suivante est correcte, et l’on veut contraindre le parame`tre θ :
∃ θ ∈ Θ s.t. ξˆ ∼ N (ξθ, Cθ)
Pour obtenir une information a posteriori sur θ (i.e. apre`s la mesure de ξˆ), on a besoin d’un point de
vue baye´sien en supposant une probabilite´ a priori p(θ) (ou probabilite´ ante´rieure). Alors la probabilite´
a posteriori (ou probabilite´ poste´rieure) sur θ est donne´e par le the´ore`me de Bayes :
p(θ | ξˆ) ∝ p(θ)Lθ(ξˆ) (6.20)
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Figure 6.1 – De´pendance de ρθ par rapport a` ωm dans le cas α = 1 et B = 2.5
2. On montre ρθ pour
les valeurs ωm = 0.08 (en haut a` gauche), 0.105 (en haut au milieu), 0.13 (en haut a` droite), 0.155 (en
bas a` gauche), 0.18 (en bas au milieu). La corre´lation entre les diffe´rents intervalles diminue fortement
quand ωm augmente. On montre les n = 18 intervalles de taille dr = 10h
−1Mpc de 20h−1Mpc a`
200h−1Mpc.
Figure 6.2 – De´pendance de σθ =
(√
Cθ,ii
)
par rapport a` ωm dans le cas α = 1 et B = 2.5
2. On
montre σθ pour les valeurs ωm = 0.08 (violet), 0.105 (bleu clair), 0.13 (vert), 0.155 (jaune), 0.18
(rouge). La variance diagonale diminue fortement quand ωm augmente.
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Figure 6.3 – De´pendance de ρθ par rapport a` α dans le cas ωm = 0.13 et B = 2.5
2. On montre ρθ
pour les valeurs α = 0.8 (en haut a` gauche), 0.9 (en haut au milieu), 1.0 (en haut a` droite), 1.1 (en
bas a` gauche), 1.2 (en bas au milieu). La corre´lation entre les diffe´rents intervalles diminue quand α
augmente. On montre les n = 18 intervalles de taille dr = 10h−1Mpc de 20h−1Mpc a` 200h−1Mpc.
Figure 6.4 – De´pendance de σθ =
(√
Cθ,ii
)
par rapport a` α dans le cas ωm = 0.13 et B = 2.5
2. On
montre σθ pour les valeurs α = 0.8 (violet), 0.9 (bleu clair), 1.0 (vert), 1.1 (jaune), 0.12 (rouge). La
variance diagonale diminue quand α augmente.
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L’association de la mesure ξˆ avec d’autres observations inde´pendantes peut eˆtre faite ’a` l’inte´rieur’
de la probabilite´ a priori. Par exemple pour combiner les donne´es CMB avec la mesure de ξ :
p(θ |CMB, ξˆ) ∝ p(θ,CMB, ξˆ) (6.21)
∝ p(θ,CMB) p(ξˆ | θ,CMB) (6.22)
∝ p(θ |CMB)Lθ(ξˆ) (6.23)
ou` l’on a utilise´ l’inde´pendance de ξˆ avec les donne´es CMB. Ajouter la connaissance des donne´es CMB
est donc e´quivalent a` utiliser une probabilite´ a priori p(θ) = p(θ |CMB).
Pour contraindre θ seulement a` partir de la mesure ξˆ, la question de choisir une probabilite´ a` priori
p(θ) est de´licate. Dans cette e´tude on prend une probabilite´ a priori p(θ) constante, mais il faut noter
que ce choix est arbitraire. Alors la probabilite´ poste´rieure est e´quivalente a` la vraisemblance :
Lθ(ξˆ) ∝ |Cθ|−1/2e− 12 〈ξˆ−ξθ,C
−1
θ
(ξˆ−ξθ)〉 (6.24)
Dans toute la suite on compare la probabilite´ poste´rieure obtenue avec notre matrice de cova-
riance de´pendant du mode`le Cθ avec une matrice de covariance constante C = Cθ0 pour la valeur
particulie`re θ0 = (ωm, α,B) = (0.13, 1.0, 2.5
2). On va seulement montrer les probabilite´s poste´rieures
2D p(ωm, DV (0.3) | ξˆ) (on rappelle la relation simple entre α et DV (0.3), α = DV (0.3)/DfidV (0.3)), i.e.
apre`s marginalisation sur le parame`tre B = b2 :
p(ωm, DV (0.3) | ξˆ) =
∫
B
p(ωm, DV (0.3), B | ξˆ)dB (6.25)
On va toujours conside´rer la grille de parame`tres suivantes : B ∈ [4.0, 9.0] avec un pas dB = 0.01,
ωm ∈ [0.08, 0.18] avec un pas dωm = 0.00025 et α ∈ [0.8, 1.2] avec un pas dα = 0.001. Cette grille en α
correspond a` une grille DV (0.3) ∈ [944 Mpc, 1416 Mpc] avec un pas dDV (0.3) = 1.18 Mpc. Parce que
l’on utilise un mode`le simple pour la fonction de corre´lation avec seulement 3 parame`tres, cette e´tude
n’a pas pour but d’ame´liorer la pre´cision des contraintes cosmologiques obtenues avec le SDSS DR7.
On va simplement chercher a` quantifier l’erreur de mode´lisation due a` l’approximation de la matrice
de covariance de´pendant du mode`le Cθ par une matrice constante C.
6.4.1 Erreur de mode´lisation pour la mesure ξˆ du SDSS DR7-Full
On travaille ici avec la fonction de corre´lation estime´e ξˆ sur le SDSS DR7-Full (voir figure 3.7). On
montre sur les figures 6.5 et 6.6 les probabilite´s poste´rieures p(ωm, DV (0.3) | ξˆ), respectivement pour
une matrice de covariance constante C = Cθ0 avec θ0 = (ωm, α,B) = (0.13, 1.0, 2.5
2), et pour notre
matrice de covariance de´pendant du mode`le Cθ.
On peut d’abord remarquer que la poste´rieure p(ωm, DV (0.3) | ξˆ) est moins re´gulie`re et plus bruite´e
pour notre matrice de covariance de´pendant du mode`le Cθ. Cela peut eˆtre facilement explique´ par le
bruit sur l’estimation de Cθ.
On peut aussi noter que les poste´rieures bidimensionnelles ne sont pas si bien approxime´es par des
Gaussiennes bidimensionnelles (caracte´rise´es notamment par des contours elliptiques), en particulier
dans le cas d’une covariance constante C. On explique ceci par le comportement de la fonction de
corre´lation mode`le ξθ aux grands ωm et faibles α (en bas a` droite sur la figure 6.5).
A partir des poste´rieures bidimensionnelles, on calcule les poste´rieures unidimensionnelles de ωm
et DV (0.3), en marginalisant sur l’autre parame`tre. On peut alors calculer les contraintes unidimen-
sionnelles sur chaque parame`tre comme l’intervalle de confiance a` 68% de probabilite´ (intervalle a` 1σ)
autour du maximum de la poste´rieure unidimensionnelle.
Dans le cas d’une matrice de covariance constante C, on obtient les contraintes ωm = 0.144±0.013
(pre´cision de 9.0%) et DV (0.3) = 1104± 83 Mpc (pre´cision de 7.5%). Alors que dans le cas de notre
matrice de covariance de´pendant du mode`le Cθ, on obtient les contraintes ωm = 0.140±0.011 (pre´cision
de 7.9%) et DV (0.3) = 1114± 74 Mpc (pre´cision de 6.7%). En terme de α, cela donne respectivement
α = 0.935± 0.070 pour une matrice constante C, et α = 0.944± 0.063 pour la matrice de´pendant du
mode`le Cθ.
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Figure 6.5 – Poste´rieure p(ωm, DV (0.3) | ξˆ) dans le cas d’une matrice de covariance constante C = Cθ0
avec θ0 = (ωm, α,B) = (0.13, 1.0, 2.5
2) (position de la croix rouge sur la figure) pour la mesure ξˆ sur
le SDSS DR7-Full. On montre les re´gions de confidence de 1σ a` 5σ avec l’approximation que la
poste´rieure est un Gaussienne bidimensionnelle. Les contours correspondent a` des valeurs −2 ln(p) =
−2 ln(pmax) + 2.29, 6.16, 11.81, 19.32, 28.74 (voir la section ’Confidence Limits on Estimated Model
Parameters’ dans Press et al. (2007)). On obtient les contraintes unidimensionnelles ωm = 0.144±0.013
(pre´cision de 9.0%) et DV (0.3) = 1104± 83 Mpc (pre´cision de 7.5%).
Figure 6.6 – Poste´rieure p(ωm, DV (0.3) | ξˆ) dans le cas de notre matrice de covariance de´pendant
du mode`le Cθ pour la mesure ξˆ sur le SDSS DR7-Full. On obtient les contraintes unidimensionnelles
ωm = 0.140 ± 0.011 (pre´cision de 7.9%) et DV (0.3) = 1114 ± 74 Mpc (pre´cision de 6.7%). Il y
a seulement un petit de´placement de la position du maximum de la poste´rieure et les re´gions de
confiance deviennent aussi un peu plus petites dans le cas de la matrice de covariance Cθ.
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Comme on peut le voir en comparant les figures 6.5 et 6.6, l’erreur de mode´lisation due a` l’ap-
proximation de la matrice de covariance Cθ par une constante C est assez faible. Il y a seulement un
petit de´placement de la position du maximum de la poste´rieure et les re´gions de confiance deviennent
aussi un peu plus petites dans le cas de la matrice de covariance Cθ. On verra toutefois dans la section
6.4.2 que cette re´duction de la taille des re´gions de confiance n’est pas syste´matique.
6.4.2 Quantification de l’erreur de mode´lisation sur des simulations du
SDSS DR7-Full
On e´tudie finalement l’effet ge´ne´ral de l’approximation de Cθ par une constante C, parce que cet
effet de´pend de la re´alisation particulie`re ξˆ. On va quantifier cet effet sur les contraintes cosmologiques
avec un grand nombre de simulations du SDSS DR7-Full :
ξˆ ∼ N (ξθ0 , Cθ0) (6.26)
a` nouveau avec θ0 = (ωm, α,B) = (0.13, 1.0, 2.5
2). Notons ici que le choix d’un mode`le particulier
θ0 est un peu re´ducteur. Mais ce choix est raisonnable et doit permettre d’avoir une bonne ide´e de
l’erreur de mode´lisation.
Pour chaque simulation on calcule la poste´rieur 2D p(ωm, α | ξˆ) dans le cas d’une matrice de cova-
riance constante C et d’un matrice de covariance Cθ. Nous allons nous inte´resser a` 2 types particuliers
d’erreur de mode´lisation :
– Erreur sur la position des maxima des poste´rieures, ωmaxm et α
max
– Erreur sur la taille des intervalles de confiance a` 1σ, σωm et σα
On adopte les notations suivantes :
δωmaxm =
(
ωmax,Cm − ωmax,Cθm
)
/σCωm (6.27)
δσωm =
(
σCωm − σCθωm
)
/σCωm (6.28)
δαmax =
(
αmax,C − αmax,Cθ) /σCα (6.29)
δσα =
(
σCα − σCθα
)
/σCα (6.30)
On ge´ne`re 2,000 re´alisations suivant le mode`le de la formule (6.26) et l’on s’inte´resse aux diffe´rentes
quantite´s δωmaxm , δσωm , δα
max et δσα, qui caracte´risent l’erreur de mode´lisation due a` une matrice
de covariance incorrecte. Chaque quantite´ est divise´e par la taille de l’intervalle 1σ (l’incertitude
statistique) dans les e´quations 6.27), (6.28), (6.29) and (6.30), pour comparer l’erreur de mode´lisation
a` l’incertitude statistique.
On calcule les valeurs moyennes 〈δωmaxm 〉,〈δσωm〉, 〈δαmax〉 et 〈δσα〉 pour quantifier un e´ventuel
de´placement syste´matique de la position du maximum et un changement syste´matique de la taille des
intervalles a` 1σ. On trouve toutefois que ces moyennes sont ne´gligeables (≈ 2%).
On calcule ensuite les moyennes en valeur absolue 〈|δωmaxm |〉,〈|δσωm |〉, 〈|δαmax|〉 et 〈|δσα|〉. 〈|δωmaxm |〉
et 〈|δαmax|〉 correspondent aux erreurs moyennes sur la position du maximum de la poste´rieure com-
pare´es a` la taille de l’intervalle a` 1σ. De meˆme, 〈|δσωm |〉 et 〈|δσα|〉 donnent l’erreur relative moyenne
sur la taille de l’intervalle a` 1σ. On montre les re´sultats que l’on obtient dans la table 6.1.
Comme on le voit dans la table 6.1, il y a en une erreur de mode´lisation moyenne de 21% a` 28%
pour la position du maximum de la poste´rieure et de 7.5% a` 10% pour la taille de l’intervalle a` 1σ. La
position du maximum de la poste´rieure est donc bien plus affecte´e par l’erreur de mode´lisation que
l’intervalle a` 1σ. Cependant l’erreur moyenne reste mode´re´e par rapport a` la taille de l’intervalle a` 1σ.
A partir de la table 6.1, on voit que l’erreur sur les extre´mite´s de l’intervalle a` 1σ est ge´ne´ralement
plus faible que 21% + 7.5% = 28.5% pour ωm et 28% + 10% = 38% pour α. Une fac¸on de prendre
en compte l’erreur de mode´lisation (bien qu’on ne puisse pas la prendre en compte de fac¸on certaine,
puisqu’elle de´pend de la re´alisation ξˆ) est de multiplier la taille de l’intervalle a` 1σ obtenu avec une
matrice constante C par un facteur ≈ 1.3 pour ωm et ≈ 1.4 pour α. Ainsi, les intervalles a` 1σ e´tendus
vont tre`s probablement recouvrir une grosse partie des vrais intervalles a` 1σ (i.e. ceux obtenus avec
la matrice de covariance de´pendant du mode`le Cθ).
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Table 6.1 –
〈|δωmaxm |〉 21%
〈|δσωm |〉 7.5%
〈|δαmax|〉 28%
〈|δσα|〉 10%
NOTES.—Importance de l’erreur de mode´lisation compare´e a` la taille de l’intervalle a` 1σ, a` la fois
pour la position du maximum de la poste´rieure et pour la taille de l’intervalle 1σ lui-meˆme. Il y
a en moyenne une petite erreur de mode´lisation, principalement sur la position du maximum de la
poste´rieure. Cependant cette erreur moyenne reste mode´re´e par rapport a` la taille de l’intervalle a` 1σ.
Pour illustrer comment l’erreur de mode´lisation peut varier en fonction de la re´alisation ξˆ, on
montre sur la figure 6.8 pour chaque quantite´ δωmaxm , δσωm , δα
max et δσα, la pdf estime´e en utilisant
leur histogramme sur 2,000 re´alisations. On voit que l’erreur de mode´lisation de´pend clairement de la
re´alisation ξˆ.
Figure 6.7 – pdf estime´e de δωmaxm , δσωm , δα
max et δσα en utilisant leur histogramme sur 2,000
re´alisations de la formule (6.26). Les barres d’erreur donnent l’incertitude de Poisson sur l’estimation
de la pdf due au nombre fini de re´alisations.
Finalement on fait une e´tude visuelle des poste´rieures 2D p(ωm, DV (0.3) | ξˆ), a` la fois dans le
cas d’une matrice constante C et de la matrice de´pendant du mode`le Cθ. Comme dans la section
6.4.1, on constate des de´viations par rapport a` une Gaussienne bidimensionnelle pour la majorite´ des
re´alisations ξˆ. Ces de´viations sont localise´es aux grands ωm et aux faibles α, a` la fois dans le cas d’une
matrice constante C et de la matrice de´pendant du mode`le Cθ. Ces de´viations sont donc simplement
dues au comportement de la fonction de corre´lation mode`le ξθ dans cette re´gion.
6.4.3 Quantification de l’erreur de mode´lisation pour les releve´s futurs
Finalement on quantifie cette erreur de mode´lisation pour les prochaines ge´ne´rations de releve´s
de galaxies. Pour ce faire, on divise simplement les matrices de covariance C et Cθ par un facteur
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Table 6.2 –
c = 2 c = 4
〈|δωmaxm |〉 16% 13%
〈|δσωm |〉 6.3% 5.1%
〈|δαmax|〉 23% 20%
〈|δσα|〉 8.5% 6.9%
NOTES.—Importance de l’erreur de mode´lisation compare´e a` la taille de l’intervalle a` 1σ, a` la fois
pour la position du maximum de la poste´rieure et pour la taille de l’intervalle 1σ lui-meˆme, pour
des matrices de covariance 1cC et
1
cCθ avec c = 2 et c = 4. Il y a en moyenne une petite erreur de
mode´lisation, principalement sur la position du maximum de la poste´rieure. Cependant cette erreur
moyenne reste mode´re´e par rapport a` la taille de l’intervalle a` 1σ. De plus l’erreur moyenne est plus
faible ici que dans le cas du SDSS DR7-Full, et elle de´croˆıt avec la taille du releve´.
constant c avec c = 2 et c = 4, et l’on re´pe`te la proce´dure de la section 6.4.2. Pour illustrer ce que
cela repre´sente en terme de taille de releve´, conside´rons la matrice de covariance de ξ12 estime´e sur la
re´union ’1+2’ de 2 releve´s de meˆme taille :
C
[
ξˆ12
]
≈ C
[
1
2
ξˆ1 +
1
2
ξˆ2
]
≈ 1
4
C
[
ξˆ1
]
+
1
4
C
[
ξˆ2
]
(6.31)
≈ 1
2
C
[
ξˆ1
]
(6.32)
parce que la fonction de corre´lation estime´e ξˆ12 pour le releve´ ’1+2’ est approximativement la moyenne
de ξˆ1 et ξˆ2 pour des releve´s assez grands. Une division de la matrice de covariance par un facteur 2
e´quivaut donc a` un doublement de la taille du releve´. De fac¸on similaire, une division de la matrice
de covariance par un facteur 4 e´quivaut a` un quadruplement de la taille du releve´.
On ge´ne`re de´sormais des re´alisations suivant le mode`le suivant :
ξˆ ∼ N
(
ξθ0 ,
1
c
Cθ0
)
(6.33)
La vraisemblance approxime´e (avec une matrice de covariance constante C), et la vraisemblance
re´elle (avec la matrice de covariance de´pendant du mode`le Cθ) sont maintenant donne´es par :
LCθ (ξˆ) ∝ e−
c
2 〈ξˆ−ξθ,C−1(ξˆ−ξθ)〉 (6.34)
LCθθ (ξˆ) ∝ |Cθ|−1/2e−
c
2 〈ξˆ−ξθ,C−1θ (ξˆ−ξθ)〉 (6.35)
On re´pe`te l’analyse de la table 6.1 avec 2,000 re´alisations de la formule (6.33), pour chacun des
cas c = 2 et c = 4. On montre les re´sultats dans la table 6.2.
A partir de la table 6.2, on voit a` nouveau qu’il y a en moyenne une petite erreur de mode´lisation,
principalement sur la position du maximum de la poste´rieure. Cependant cette erreur moyenne reste
mode´re´e par rapport a` la taille de l’intervalle a` 1σ. De plus l’erreur moyenne est plus faible ici que
dans le cas du SDSS DR7-Full, et elle de´croˆıt avec la taille du releve´.
Notre conclusion est que l’erreur de mode´lisation due a` l’approximation de Cθ par une matrice
constante C est relativement faible. A nouveau on peut prendre en compte cette erreur de mode´lisation
en multipliant la taille des intervalles a` 1σ obtenus avec une matrice de covariance constante C par un
facteur ≈ 1.3. On doit toutefois souligner que notre e´tude n’est pas comple`te puisque l’on a conside´re´
seulement la de´pendance en fonction de trois parame`tres : θ = (ωm, α,B).
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Cette conclusion est un peu surprenante puisque l’on a trouve´ une forte de´pendance de Cθ par
rapport a` θ. Il est toutefois facile de constater qu’il y a deux effets oppose´s intervenant dans la
vraisemblance. On rappelle l’expression de la vraisemblance pour une matrice de covariance Cθ :
Lθ(ξˆ) ∝ |Cθ|−1/2e− 12 〈ξˆ−ξθ,C
−1
θ
(ξˆ−ξθ)〉 (6.36)
Si l’on multiplie par exemple la matrice de covariance par un facteur constant c, les termes |Cθ|−1/2
et e−
1
2 〈ξˆ−ξθ,C−1θ (ξˆ−ξθ)〉 vont avoir des effets oppose´s sur la vraisemblance, ce qui va tendre a` diminuer
l’effet global sur la vraisemblance. On a notamment ve´rifie´ lors de nos tests que le terme |Cθ|−1/2 a
un roˆle important : si ce terme est oublie´, on observe des variations de la vraisemblance bien plus
importantes.
On peut aussi voir cet effet dans un cas particulier. Regardons d’abord l’expression de −2 lnLθ(ξˆ) :
− 2 lnLθ(ξˆ) = ln |Cθ|+
〈
ξˆ − ξθ, C−1θ (ξˆ − ξθ)
〉
+ const (6.37)
Effectuons maintenant la transformation |Cθ| → 1c |Cθ|, notons χ2θ =
〈
ξˆ − ξθ, C−1θ (ξˆ − ξθ)
〉
et
regardons la de´pendance de −2 lnLθ(ξˆ) par rapport a` c :
− 2 lnLθ(ξˆ) = ln
[
1
cn
|Cθ|
]
+ cχ2θ + const (6.38)
= −n ln c+ cχ2θ + const (6.39)
avec n le nombre d’intervalles de discre´tisation dans la fonction de corre´lation. Prenons le cas parti-
culier de l’e´tude pre´ce´dente avec n = 18 et prenons la valeur particulie`re χ2θ = 18. C’est une valeur
raisonnable puisque E[χ2θ] = n si le mode`le θ est correct. On compare sur la figure 6.8 les courbes cχ
2
θ,
−n ln c et −n ln c+ cχ2θ en fonction de c. On voit que les 2 termes de la vraisemblance se compensent
nettement, ce qui tend a` atte´nuer les variations de la vraisemblance compare´es aux variations de
chacun des termes (i.e. compare´es aux variations de la matrice de covariance).
Figure 6.8 – Importance des diffe´rents termes intervenant dans la log-vraisemblance −2 lnLθ(ξˆ)
lorsque l’on fait varier un parame`tre d’amplitude c dans la matrice de covariance 1cCθ, et dans le cas
particulier n = 18 et χ2θ = 18. On voit que les 2 termes de la vraisemblance se compensent nettement,
ce qui tend a` atte´nuer les variations de la vraisemblance compare´es aux variations de chacun des
termes (i.e. compare´es aux variations de la matrice de covariance).
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6.5 Conclusion
L’objectif de ce chapitre e´tait d’e´tudier l’effet de l’approximation de Cθ par une matrice constante
C sur les contraintes cosmologiques.
On a commence´ par e´tudier en de´tails la de´pendance de Cθ par rapport a` ωm, α et B = b
2. On a
vu que le parame`tre d’amplitude B peut eˆtre bien approxime´ comme un facteur B2 dans la matrice
de covariance (pour b assez grand, i.e. b > 2). Pour les deux autres parame`tres ωm et α, on a vu que
leurs variations affecte la globalite´ de la matrice de covariance de fac¸on non triviale. On a aussi vu
que le parame`tre ωm a un effet plus important que α pour les plages de variations habituellement
conside´re´es.
On s’est ensuite focalise´ sur l’effet de l’approximation de Cθ par une matrice constante C sur les
contraintes cosmologiques. Plus pre´cise´ment, on a compare´ les contraintes obtenues avec la matrice
Cθ par rapport aux contraintes obtenues avec l’approximation d’une matrice constante C = Cθ0 pour
la valeur particulie`re θ0 = (ωm, α, b
2) = (0.13, 1.0, 2.52).
Pour la fonction de corre´lation estime´e du SDSS DR7-Full, on obtient les contraintes ωm = 0.145±
0.016 (10.8% de pre´cision) et DV (0.3) = 1104 ± 105 Mpc (9.5% de pre´cision) pour une matrice C,
alors qu’on obtient ωm = 0.140 ± 0.011 (7.9% de pre´cision) et DV (0.3) = 1114 ± 74 Mpc (6.7% de
pre´cision) pour notre matrice Cθ. L’approximation d’une matrice de covariance constante cause donc
un le´ger de´calage du maximum de la poste´rieure, et un le´ger e´largissement des intervalles de confiance
a` 1σ
Toutefois c’est effet n’est pas syste´matique et de´pend de la re´alisation particulie`re ξˆ. Autrement
dit, l’approximation de Cθ par une matrice constante C cre´e une erreur de mode´lisation a` la fois sur la
position du maximum de la poste´rieure et sur la taille des intervalles a` 1σ, qui de´pend de la re´alisation
ξˆ. On a quantifie´ cette erreur de mode´lisation en utilisant de nombreuses simulations du catalogue
SDSS DR7-Full :
ξˆ ∼ N (ξθ0 , Cθ0) (6.40)
Pour les deux parame`tres, ωm et α, on a e´tudie´ l’erreur sur la position du maximum de la poste´rieure
et sur la taille de l’intervalle 1σ. On a trouve´ qu’il y a en moyenne une erreur de mode´lisation sur la
position du maximum de vraisemblance e´gale a` 20 − 30% de la taille des intervalles 1σ. L’erreur sur
la taille des intervalles 1σ est plus faible et est en moyenne approximativement de 10%.
Finalement on a fait la meˆme analyse pour des catalogues futurs, simplement en divisant les
matrices de covariance par un facteur c, avec c = 2 et c = 4 :
ξˆ ∼ N
(
ξθ0 ,
1
c
Cθ0
)
(6.41)
On a e´galement trouve´ une assez faible erreur en moyenne, a` la fois sur la position du maximum de
la poste´rieure et sur la taille des intervalles 1σ. On a vu que cette erreur de mode´lisation diminue quand
la taille des catalogues augmente. Plus pre´cise´ment, pour des catalogues d’environ 4 fois la taille du
SDSS DR7-Full, l’erreur de mode´lisation moyenne sur la position du maximum de la poste´rieure atteint
≈ 20% de la taille des intervalles 1σ, alors que l’erreur de mode´lisation sur la taille des intervalles 1σ
atteint ≈ 6%.
Notre conclusion est donc que l’erreur de mode´lisation due a` l’approximation de Cθ par une matrice
constante C est relativement faible. Toutefois pour que l’analyse soit plus suˆre, nous recommandons
d’e´largir d’un facteur ≈ 1.3 les intervalles a` 1σ obtenus avec une matrice de covariance constante C.
De cette fac¸on on est quasiment suˆr que les intervalles obtenus recouvrent en grosse partie les vrais
intervalles a` 1σ.
Cette conclusion peut sembler surprenante puisque l’on a constate´ une forte de´pendance de Cθ par
rapport a` θ. Toutefois il y a un effet de compensation dans la vraisemblance Lθ(ξ) qui tend a` atte´nuer
les variations d’amplitude de la covariance Cθ.
L’estimation d’une matrice Cθ avec un parame`tre θ de plus grande dimension semble tre`s difficile.
L’approche propose´e par Xu et al. (2012) d’une mode´lisation semi-analytique de Cθ semble eˆtre une
possible alternative. Toutefois cette approche requiert un ajustement de certains parame`tres de fac¸on
ad hoc. Afin de faire l’ajustement de ces parame`tres, nos simulations pour un parame`tre θ tridimen-
sionnel pourraient eˆtre tre`s utiles. Une telle analyse permettrait de voir si nos conclusions sont toujours
valables lorsque l’on prend en compte les variations de l’ensemble des parame`tres cosmologiques.
Conclusion
L’e´tude des grandes structures de l’univers fournit des informations cruciales concernant leur for-
mation et leur e´volution, qui peuvent eˆtre utilise´es pour tester les mode`les cosmologiques. Le bon
accord trouve´ entre les observations et le mode`le standard ΛCDM permet d’espe´rer que ce mode`le
soit une fondation durable pour la cosmologie moderne. En outre, ces observations ont pu eˆtre utilise´es
pour faire de la cosmologie de pre´cision, i.e. pour contraindre les parame`tres du mode`le standard.
Les grandes structures de l’univers sont principalement e´tudie´es a` partir des releve´s de galaxies,
qui permettent de cartographier de tre`s grands volumes de l’univers. Les grands releve´s de galaxies
re´cents comme le SDSS ou le 2dF ont notamment permis la premie`re de´tection des BAOs dans les
grandes structures, ouvrant un domaine tre`s prometteur dans la cosmologie de pre´cision.
Les BAOs peuvent eˆtre e´tudie´s a` partir des statistiques du second ordre (la fonction de corre´lation
ou le spectre de puissance) dans la distribution des galaxies. Dans cette the`se, on s’est restreint au cas
de la fonction de corre´lation. Les BAOs apparaissent dans la fonction de corre´lation comme un faible pic
a` l’e´chelle de l’horizon sonique rs. Il y a deux applications principales des BAOs : la de´tection des BAOs
et la contraintes des parame`tres cosmologiques graˆce a` la proprie´te´ d’e´talon standard. La de´tection
du pic BAO a` une e´chelle proche de l’e´chelle attendue permet de confirmer le mode`le cosmologique
actuel. Quant a` la contrainte des parame`tres cosmologiques, permettant d’e´tudier l’e´nergie sombre, il
s’agit d’un objectif majeur de la cosmologie moderne.
Les releve´s de galaxies futurs (e.g. BOSS, DES, BigBOSS, EUCLID) vont cartographier des vo-
lumes de plus en plus grands et continuer a` ame´liorer notre compre´hension des mode`les cosmologiques.
Alors que les observations vont augmenter en taille et devenir plus pre´cises, il va devenir tre`s important
de les analyser rigoureusement. En particulier, certains effets syste´matiques, qui e´taient auparavant
ne´gligeables devant l’incertitude statistique, devront eˆtre pris en compte.
Des effets syste´matiques peuvent notamment venir d’une mode´lisation statistique incorrecte des
donne´es. Dans le cas de la fonction de corre´lation des galaxies, et notamment des BAOs, on mode´lise
ge´ne´ralement la fonction de corre´lation estime´e ξˆ par une variable Gaussienne centre´e sur une fonction
de corre´lation mode`le ξθ avec une matrice de covariance Cθ, ge´ne´ralement approxime´e par une matrice
constante C (i.e. inde´pendante de θ) :
∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξθ, C) (6.42)
On a e´galement besoin d’une telle mode´lisation pour la de´tection des BAOs, a` la fois pour l’hy-
pothe`se H0 sans BAOs et pour l’hypothe`se H1 avec BAOs :
H0 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξnoBAO,θ, C) (6.43)
H1 : ∃ θ ∈ Θ t.q. ξˆ ∼ N (ξBAO,θ, C) (6.44)
Dans cette the`se, on s’est inte´resse´ a` la validite´ de cette mode´lisation statistique, l’effet des ap-
proximations qu’elle comporte, et les possibilite´s pour l’ame´liorer. Pour ce faire, nous avons utilise´
les donne´es et des simulations provenant du releve´ SDSS-II. En particulier nous avons de´veloppe´ une
nouvelle proce´dure pour ge´ne´rer des simulations log-normales sur une grille en θ = (Ωmh
2, α,B), qui
sont les trois parame`tres avec la plus grande influence sur la fonction de corre´lation. Cette proce´dure
nous a notamment permis d’estimer une matrice de covariance re´aliste Cθ en fonction de θ.
On re´capitule les principales conclusions des e´tudes mene´es dans les chapitres 4, 5 et 6 :
⋆ Dans le chapitre 4, nous avons e´tudie´ l’effet de l’incertitude sur la moyenne n¯ du champ de
galaxies sur les estimateurs ξˆ, et notamment le biais connu sous le nom de contrainte inte´grale
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qui en re´sulte. On a montre´ que ce biais est tre`s faible pour les releve´s de galaxies actuels et
qu’il devient d’autant plus faible que la taille des releve´s augmente. Ce re´sultat montre que
le mode`le ΛCDM est testable puisqu’il conduit a` une estimation non biaise´e de la fonction de
corre´lation. Nous avons e´galement pu comparer la qualite´ des diffe´rents estimateurs de la fonc-
tion de corre´lation. En accord avec les e´tudes pre´ce´dentes, nous avons constate´ une supe´riorite´
des estimateurs de Landy-Szalay et de Hamilton, a` la fois en terme de variance et de biais.
⋆ Au cours des chapitres 5 et 6, nous avons continue´ a` e´tudier la mode´lisation statistique de ξˆ.
Dans le chapitre 5, nous avons notamment ve´rifie´ a` nouveau l’absence de biais dans l’estimateur
de Landy-Szalay et pour diffe´rents mode`les cosmologiques utilise´es dans les simulations. Nous
avons e´galement ve´rifie´ la validite´ de l’hypothe`se de Gaussianite´ sur ξˆ. La dernie`re e´tape pour
e´tudier la validite´ de la mode´lisation statistique de ξˆ des formules (6.42), (6.43) et (6.44) est
donc de regarder la validite´ de l’approximation de Cθ par une matrice constante C. Pour cela,
nous avons e´tudie´ dans le chapitre 6 la de´pendance de Cθ en fonction des diffe´rents parame`tres
de θ. On a trouve´ que le parame`tre d’amplitude B = b2 dans la fonction de corre´lation peut eˆtre
bien approxime´ par un facteur B2 dans la matrice de covariance. Nous avons aussi trouve´ que
les variations des deux autres parame`tres, Ωmh
2 et α ont un effet significatif sur la matrice de
covariance Cθ. La conclusion est donc que l’approximation de Cθ par une matrice constante C
peut causer des effets syste´matiques importants.
⋆ Dans le chapitre 5, nous avons e´tudie´ diffe´rentes questions statistiques concernant la de´tection
des BAOs, et notamment l’effet de cette approximation de Cθ par une matrice constante C. On
a vu que la me´thode classique du χ2 pour la de´tection des BAOs requiert cette forte approxi-
mation. En effet dans le cas d’hypothe`ses H0 et H1 avec une matrice de covariance constante
C, la significativite´ de la de´tection des BAOs donne´e par la me´thode classique est une bonne
approximation de la significativite´ re´elle. Toutefois lorsque l’on conside`re des hypothe`ses H0 et
H1 plus re´alistes avec la matrice de covariance Cθ, la me´thode classique donne des niveaux de
significativite´ grossie`rement faux. Cela veut dire que l’approximation de Cθ par une constante
C affecte de fac¸on tre`s importante la de´tection des BAOs.
Nous avons propose´ deux modifications a` la me´thode classique du χ2 : une nouvelle me´thode
pour estimer de fac¸on rigoureuse la significativite´ dans tous les cas, et l’utilisation d’une nou-
velle statistique ∆l qui reste un rapport de vraisemblance ge´ne´ralise´ dans le cas d’une matrice
de covariance Cθ. Nous avons montre´ que cette statistique surpasse la statistique habituelle ∆χ
2
dans ce cas.
⋆ Dans le chapitre 6, nous avons a` nouveau e´tudie´ l’effet de l’approximation de Cθ par une matrice
constante C, mais cette fois sur les contraintes cosmologiques. On a vu que cette approximation
cause un le´ger de´calage du maximum de la poste´rieure et un le´ger e´largissement des re´gions de
confiance pour la fonction de corre´lation estime´e ξˆ du catalogue SDSS DR7-Full. L’erreur de
mode´lisation due a` l’approximation de Cθ par une matrice constante C de´pend en re´alite´ de
la re´alisation ξˆ. Nous avons quantifie´ cette erreur avec de nombreuses simulations. Nous avons
trouve´ une erreur moyenne sur la position du maximum de la poste´rieure e´gale a` ≈ 20 − 30%
de la taille des intervalles 1σ. L’erreur sur la taille des intervalles 1σ est plus faible, et est en
moyenne ≈ 10%. De plus, cette erreur tend a` diminuer par rapport a` la taille des intervalles 1σ
lorsque les releve´s grandissent.
Notre conclusion est donc que l’erreur de mode´lisation due a` l’approximation de Cθ par une
matrice constante C est relativement faible. Toutefois pour que l’analyse soit plus suˆre, nous
recommandons d’e´largir d’un facteur ≈ 1.3 les intervalles a` 1σ obtenus avec une matrice de
covariance constante C. De cette fac¸on on est quasiment suˆr que les intervalles a` 1σ obtenus
recouvrent en grosse partie les vrais intervalles a` 1σ.
*
* *
Dans notre e´tude, nous avons mis en lumie`re un effet syste´matique important, provenant de l’ap-
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proximation de la matrice Cθ par une matrice constante C. Voyons quelles sont les solutions possibles
pour prendre en compte cet effet, a` la fois pour la de´tection des BAOs et pour les contraintes cosmo-
logiques. Notons que la question de la de´tection des BAOs est moins critique, puisque l’existence de
cette caracte´ristique devient de plus en plus difficile a` remettre en question, apre`s sa de´tection dans
de nombreux releve´s de galaxies (SDSS, 2dF, WiggleZ, 6dF, BOSS). Mais la de´tection des BAOs reste
tout de meˆme un moyen inte´ressant pour e´tablir un niveau de de´tection (i.e. un niveau de confirmation
du mode`le standard) pour un releve´ de galaxies donne´.
Pour la de´tection des BAOs, nous avons vu que les niveaux de de´tection donne´es par la me´thode
classique du χ2 n’e´taient pas fiables, en particulier pour les hauts niveaux de de´tection attendus pour
les releve´s de galaxies futurs (e.g. BOSS, DES, BigBOSS, EUCLID). Pour que les niveaux de de´tection
aient un sens, il faudra que ces e´tudes conside`rent une matrice de covariance de´pendant du mode`le Cθ,
et appliquent une proce´dure rigoureuse pour calculer la significativite´. Nous soulignons a` nouveau que
la statistique ∆l que l’on a introduit permet d’obtenir des niveaux de significativite´ a` la fois rigoureux
et plus e´leve´s que ∆χ2.
En ce qui concerne la contrainte des parame`tres cosmologiques, nous voyons deux possibilite´s pour
prendre en compte cet effet syste´matique. Une premie`re possibilite´ est de conside´rer effectivement
la matrice de covariance de´pendant du mode`le Cθ au lieu de l’approximation d’une constante C.
La deuxie`me possibilite´ est de simplement e´tendre les intervalles a` 1σ obtenus avec une matrice de
covariance constante C. En effet, nous avons vu sur nos simulations du chapitre 6 qu’en e´tendant
les intervalles a` 1σ par un facteur ≈ 1.3, on e´tait quasiment suˆrs que les intervalles a` 1σ obtenus
recouvraient en grande partie les vrais intervalles a` 1σ.
Il reste toutefois du travail pour que ces me´thodologies puissent eˆtre applique´es de fac¸on rigoureuse
sur de vraies donne´es. D’abord il paraˆıt impossible d’estimer une matrice de covariance Cθ avec des
simulations sur une grille en θ, qui tienne compte de tous les parame`tres cosmologiques envisage´s
(e.g. pour un mode`le ΛCDM). En effet, nous nous sommes arreˆte´s a` une simple parame´trisation
tridimensionnelle pour estimer Cθ.
L’approche propose´e par Xu et al. (2012) d’une mode´lisation semi-analytique de Cθ serait une
alternative possible. Toutefois cette approche requiert encore du travail. En ajustant de fac¸on ad hoc
certains parame`tres, cette approche permet de bien approximer la matrice de covariance pour un
mode`le donne´. Mais il n’a pas encore e´te´ montre´ que la matrice de covariance est e´galement bien
approxime´e pour des mode`les diffe´rents du mode`le utilise´ pour l’ajustement.
Une seconde approche consisterait a` ne conside´rer la de´pendance de Cθ que par rapport aux
principaux parame`tres affectant la fonction de corre´lation. De cette fac¸on on pourrait eˆtre ramene´ a`
des simulations sur une grille tridimensionnelle ou quadri-dimensionnelle, ce qui reste envisageable.
Notons que cela donnerait force´ment des re´sultats plus pre´cis que l’approximation d’une matrice de
covariance constante C, a` la fois pour la de´tection des BAOs et pour les contraintes de parame`tres
cosmologiques.
Concernant l’approche d’extension des intervalles a` 1σ obtenus avec une matrice constante C,
il reste aussi du travail a` effectuer, notamment pour trouver le facteur d’extension. En effet, nous
avons vu que ce facteur diminue quand la taille des releve´s augmente. Nous pensons qu’il existe une
valeur asymptotique pour ce parame`tre, qui pourrait eˆtre trouve´ de fac¸on analytique a` partir de la
de´pendance de Cθ par rapport a` θ. En tout e´tat de cause, il faudrait faire cet e´talonnage en conside´rant
pour θ les variations de tous les parame`tres cosmologiques envisage´s.
Enfin signalons qu’il serait aussi inte´ressant d’e´tudier cet effet syste´matique dans les contraintes
cosmologiques pour d’autres types d’observations, comme par exemple pour les effets de lentille gra-
vitationnelle faibles.
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Annexe A
Espe´rance et covariance d’un
champ log-normal
A.1 Espe´rance
Si X est une variable ale´atoire Gaussienne d’espe´rance µ et de variance σ2X , on obtient pour
Y = eX :
E [Y ] = eµE
[
eX−µ
]
(A.1)
Or pour une variable Gaussienne centre´e comme l’est X − µ, on a :
E
[
eX
]
=
∫
1√
2πσX
exe
− x2
2σ2
X dx (A.2)
=
1√
2πσX
∫
e
− (x−σ
2
X
)2
2σ2
X e
σ2
X
2 dx (A.3)
= e
σ2
X
2 (A.4)
d’ou` :
E [Y ] = eµE
[
eX−µ
]
= eµe
σ2
X
2 (A.5)
Dans le cas ou` le champ Gaussien est d’espe´rance E [X] = 0 et de variance σ2X , on obtient un
champ log-normal d’espe´rance 1 en normalisant de la fac¸on suivante :
Y = eX−
σ2
X
2 (A.6)
A.2 Covariance du champ log-normal
Soit Y un champ log-normal de´fini a` partir d’un champ Gaussien X par la relation Y = eX−
σ2
X
2 .
Pour 2 points i et j on veut calculer la covariance entre Yi et Yj qui est aussi la fonction de corre´lation
a` 2 points du champ Y dans ce cas ou` E [Y ] = 1 (voir section 2.1.2) :
E [YiYj ] = e
−σ2XE
[
eXieXj
]
(A.7)
On peut e´crire :
Xj = ρ(Xi, Xj)
σ(Xj)
σ(Xi)
Xi +
√
1− ρ(Xi, Xj)2X˜j (A.8)
= ρ(Xi, Xj)Xi +
√
1− ρ(Xi, Xj)2X˜j (A.9)
avec X˜j inde´pendant de Xi, σ(X˜j) = σ(Xj), et ρ(Xi, Xj) la corre´lation mathe´matique entre les 2
variables Xi et Xj :
ρ(Xi, Xj) =
Cov(Xi, Xj)
σ(Xi)σ(Xj)
=
Cov(Xi, Xj)
σ2X
(A.10)
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Donc on a :
E
[
eXieXj
]
= E
[
e(1+ρ)Xie
√
1−ρ2X˜j
]
(A.11)
Les 2 variables e´tant inde´pendantes, l’espe´rance est le produit des 2 espe´rances, et d’apre`s le calcul
pre´ce´dent on obtient :
E
[
eXieXj
]
= e(1+ρ)
2 σ
2
X
2 e(1−ρ
2)
σ2
X
2 (A.12)
= e(2+2ρ)
σ2
X
2 (A.13)
= e(1+ρ)σ
2
X (A.14)
Donc en utilisant la formule (A.7) :
E [YiYj ] = e
−σ2Xe(1+ρ)σ
2
X (A.15)
= eρσ
2
X (A.16)
= eCov(Xi,Xj) (A.17)
Finalement on obtient :
Cov(Yi, Yj) = E [YiYj ]− E [Yi]E [Yj ] = eCov(Xi,Xj) − 1 (A.18)
ou encore Cov(Xi, Xj) = ln [Cov(Yi, Yj) + 1]. En particulier, on obtient la variance en chaque point
du champ log-normal en prenant Xj = Xi :
σ2Y = e
σ2X − 1 (A.19)
Annexe B
Tests d’hypothe`ses
B.1 Meilleur fit χ2
On conside`re une classe de mode`les de fonctions de corre´lation ξθ = (ξθ(ri))1≤i≤n, avec un
parame`tre k-dimensionnel θ = (θ1, . . . , θk) ∈ Θ. On suppose que l’estimateur ξˆ de la fonction de
corre´lation est Gaussien avec une espe´rance dans la classe de mode`les (i.e. ∃ θ0 tel que ξˆ ∼ N (ξθ0 , C))
et une matrice de covariance C. On regarde la statistique χ2θ en fonction du parame`tre θ :
χ2θ =
∑
1≤i,j≤n
[
ξˆ(ri)− ξθ(ri)
]
C−1i,j
[
ξˆ(rj)− ξθ(rj)
]
(B.1)
On fait maintenant une hypothe`se importante, a` savoir que l’espace des mode`les de fonctions de
corre´lation (ξθ)θ∈Θ est un sous-espace affine de dimension k de Rn. Alors la statistique minθ χ2θ suit
une loi du χ2 avec n− k degre´s de liberte´ (la dimension de la mesure moins la dimension de l’espace
des mode`les) :
min
θ
χ2θ ∼ χ
2
n−k (B.2)
Comme C est une matrice de´finie positive, on peut conside´rer C−1/2. Notons Xˆ = C−1/2(ξˆ − ξθ0)
et Xθ = C
−1/2(ξθ − ξθ0), de sorte qu’on puisse re´e´crire χ2θ de la fac¸on suivante :
χ2θ = ‖Xˆ −Xθ‖2 (B.3)
Ceci repre´sente la transforme´e de Karhunen-Loe`ve qui transforme le vecteur mesure´ ξˆ en un bruit
blanc. Cela veut dire que le vecteur re´sultant Xˆ est une variable Gaussienne multivarie´e d’espe´rance
0 et de matrice de covariance e´gale a` l’identite´. En effet la matrice de covariance de Xˆ est e´gale a` :
E[XˆXˆT ] = C−1/2E[(ξˆ − ξθ0)(ξˆ − ξθ0)T ]C−1/2 (B.4)
= C−1/2CC−1/2 = In (B.5)
avec In la matrice identite´ n x n. Ainsi, dans n’importe quelle base orthogonale de R
n, les n
composantes de Xˆ sont des variables Gaussiennes standards et inde´pendantes. Notons FΘ = (Xθ)θ∈Θ,
qui est un espace vectoriel de dimension k, et F⊥Θ son comple´mentaire orthogonal de dimension n− k.
Notons (Yˆ1, . . . , Yˆk+1, . . . , Yˆn) les composantes de Xˆ dans une base orthonorme´e qui a ses k premiers
vecteurs dans FΘ, et ses n− k vecteurs suivants dans F⊥Θ . Alors les composantes Yˆi sont des variables
Gaussiennes standard et inde´pendantes. De plus χ2θ est minimise´ lorsque Xθ est la projection de Xˆ
sur FΘ, et est e´gal a` :
min
θ
χ2θ = ‖Xˆ − XˆFΘ‖2 = ‖XˆF⊥Θ ‖
2 (B.6)
=
n∑
i=k+1
Yˆ 2i (B.7)
Cela montre que minθ χ
2
θ suit une loi du χ
2 avec n− k degre´s de liberte´, i.e. minθ χ2θ ∼ χ2n−k.
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B.2 Diffe´rence de meilleurs fits χ2 pour des mode`les imbrique´s
On conside`re ici 2 classes de mode`les imbrique´es de fonctions de corre´lation, ξθ avec θ ∈ Θ1 pour
la premie`re classe et θ ∈ Θ2 pour la seconde classe. On suppose que Θ1 est k-dimensionnel et Θ2 est
(k + l)-dimensionnel avec Θ1 ⊂ Θ2.
On suppose a` nouveau que l’estimateur ξˆ est Gaussien avec une espe´rance dans la classe restreinte
de mode`les (i.e. ∃ θ0 ∈ Θ1 tel que ξˆ ∼ N (ξθ0 , C)) et une matrice de covariance C. On fait a` nouveau
l’hypothe`se importante que les espaces de mode`les de fonctions de corre´lation (ξθ)θ∈Θ1 et (ξθ)θ∈Θ2 sont
des sous-espaces affines de Rn, de dimensions respectives k et k+l. Alors la diffe´rence des meilleurs fits
χ2 entre les 2 classes minθ∈Θ1 χ
2
θ−minθ∈Θ2 χ2θ suit une loi du χ2 avec l degre´s de liberte´ (la diffe´rence
de dimension des espaces de mode`les) :
min
θ∈Θ1
χ2θ − min
θ∈Θ2
χ2θ ∼ χ
2
l (B.8)
Cela de´coule facilement de l’annexe B.1. On conside`re a` nouveau les transforme´es de Karhunen-
Loe`ve Xˆ = C−1/2(ξˆ− ξθ0) et Xθ = C−1/2(ξθ− ξθ0). Notons les espaces de mode`les FΘ1 = (Xθ)θ∈Θ1 et
FΘ2 = (Xθ)θ∈Θ2 , et leurs comple´ments orthogonaux F
⊥
Θ1
et F⊥Θ2 . Notons (Yˆ1, . . . , Yˆk+1, . . . , Yˆk+l+1, . . . Yˆn)
les composantes de Xˆ dans une base orthonorme´e qui a ses k premiers vecteurs dans FΘ1 ∩ FΘ2 , ses
l vecteurs suivants dans F⊥Θ1 ∩ FΘ2 , et ses n− (k + l) derniers vecteurs dans F⊥Θ1 ∩ F⊥Θ2 . Pour chaque
classe de mode`les, χ2θ est minimise´ lorsque Xθ est la projection de Xˆ sur l’espace de mode`les FΘ :
min
θ∈Θ1
χ2θ = ‖XF⊥Θ1‖
2 =
n∑
i=k+1
Yˆ 2i (B.9)
min
θ∈Θ2
χ2θ = ‖XF⊥Θ2‖
2 =
n∑
i=k+l+1
Yˆ 2i (B.10)
Donc la diffe´rence des meilleurs χ2 entre les 2 classes est e´gale a` :
min
θ∈Θ1
χ2θ − min
θ∈Θ2
χ2θ =
k+l∑
i=k+1
Yˆ 2i (B.11)
Cela montre que minθ∈Θ1 χ
2
θ−minθ∈Θ2 χ2θ suit une loi de χ2 avec l degre´s de liberte´, i.e. minθ∈Θ1 χ2θ−
minθ∈Θ2 χ
2
θ ∼ χ
2
l .
B.3 Optimalite´ du rapport de vraisemblance
Conside´rons le rapport de vraisemblance Λ(ξˆ) = LH0(ξˆ)/LH1(ξˆ) ainsi qu’une autre statistique
quelconque S(ξˆ) pour tester les hypothe`ses H0 et H1. On suppose que H1 est pre´fe´re´e par rapport a`
H0 pour des valeurs faibles de S(ξˆ), comme c’est le cas pour le rapport de vraisemblance (on peut
toujours se ramener a` ce cas en conside´rant −S).
On conside`re d’abord des tests statistiques de significativite´ α donne´e. Le test base´ sur le rapport
de vraisemblance est donne´ par :
– si Λ(ξˆ) ≤ ηΛ alors accepter H1
– si Λ(ξˆ) > ηΛ alors accepter H0
Le test base´ sur la statistique S est donne´ par :
– if S(ξˆ) ≤ ηS alors accepter H1
– if S(ξˆ) > ηS alors accepter H0
avec α = P
(
Λ(ξˆ) ≤ ηΛ |H0
)
et α = P
(
S(ξˆ) ≤ ηS |H0
)
. D’apre`s le Lemme de Neyman-Pearson,
la puissance du test base´ sur le rapport de vraisemblance est plus grande que pour n’importe quel
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autre test. Cela veut dire que la probabilite´ d’accepter H1 si l’hypothe`se est vraie est plus grande pour
le test de rapport de vraisemblance.
P
(
Λ(ξˆ) ≤ ηΛ |H1
)
≥ P
(
S(ξˆ) ≤ ηS |H1
)
(B.12)
On conside`re maintenant la significativite´ correspondant a` des re´alisations Λ(ξˆ) = x et S(ξˆ) = y,
que l’on note respectivement αΛ et αS :
αΛ(x) = P (Λ(ξˆ) ≤ x |H0) (B.13)
αS(y) = P (S(ξˆ) ≤ y |H0) (B.14)
On a αΛ(ηΛ) = α et αS(ηS) = α. Comme αΛ et αS sont des fonctions croissantes, les conditions
Λ(ξˆ) ≤ ηΛ et S(ξˆ) ≤ ηS sont respectivement e´quivalentes a` αΛ
(
Λ(ξˆ)
)
≤ α et αS
(
S(ξˆ)
)
≤ α. Si l’on
simplifie les notations et que l’on note αΛ(ξˆ) pour αΛ
(
Λ(ξˆ)
)
et αS(ξˆ) pour αS
(
S(ξˆ)
)
, on obtient a`
partir de l’e´quation (B.12) que pour tout α :
P
(
αΛ(ξˆ) ≤ α |H1
)
≥ P
(
αS(ξˆ) ≤ α |H1
)
(B.15)
Nous allons montrer que cela implique l’ine´galite´ suivante :
E
[
αΛ(ξˆ) |H1
]
≤ E
[
αS(ξˆ) |H1
]
(B.16)
Dans la suite, on va toujours conside´rer les probabilite´s et espe´rances avec la condition H1, donc on
va omettre cette condition pour simplifier les notations. On note FΛ et FS les fonctions de re´partition
donne´es par FΛ(α) = P (αΛ(ξˆ) ≤ α) et FS(α) = P (αS(ξˆ) ≤ α). L’e´quation (B.15) implique que pour
tout α et tout p :
FΛ(α) ≥ FS(α) (B.17)
F−1Λ (p) ≤ F−1S (p) (B.18)
L’espe´rance de αΛ(ξˆ) est donne´e par :
E[αΛ(ξˆ)] =
∫
α dFΛ(α) =
1∫
0
F−1Λ (p) dp (B.19)
ou` l’on a effectue´ le changement de variable p = FΛ(α). Le meˆme calcul peut eˆtre effectue´ pour
E[αS(ξˆ)], et puisque F
−1
Λ (p) ≤ F−1S (p) on obtient E[αΛ(ξˆ)] ≤ E[αS(ξˆ)]. L’espe´rance de la significativite´
donne´e en terme de valeur p est minimise´e pour le rapport de vraisemblance.
Si l’on mesure la significativite´ en terme de nombre de σ au lieu de valeur p, les 2 ine´galite´s (B.18)
et (B.18) sont inverse´es. L’ine´galite´ sur l’espe´rance est donc e´galement inverse´e, i.e. que l’espe´rance
du nombre de σ est maximise´e pour le rapport de vraisemblance.
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Annexe C
Combinaison line´aire optimale
d’estimateurs
Dans cette section on suppose que l’on connaˆıt 2 estimateurs non biaise´s, inde´pendants et Gaussiens
X1, X2 (de dimension n) de X0, avec matrices de covariance respectives C1 et C2 :
X1 ∼ N (X0, C1) (C.1)
X2 ∼ N (X0, C2) (C.2)
Conside´rons un estimateur non biaise´ X de X0 comme combinaison line´aire de X1 et X2 :
X = AX1 + (Id−A)X2 (C.3)
avec A une matrice carre´ n× n. La matrice de covariance de X est donne´e par :
C = E[XXT ] = AC1A
T + (Id−A)C2(Id−A)T (C.4)
ou` l’on a utilise´ le fait que X1 et X2 sont inde´pendants. On va montrer que le choix suivant de la
matrice A donne un extremum de det(C) :
A =
(
C−11 + C
−1
2
)−1
C−11 (C.5)
Id−A = (C−11 + C−12 )−1 C−12 (C.6)
Pour cela on utilise la formule de de´rivation suivante, avec B une matrice syme´trique n× n :
∂det(C)
∂C
= det(C)C−T (C.7)
∂(ABAT )
∂Aji
= ABJ ij + JjiBAT = ABJ ij + (ABJ ij)T (C.8)
avec (J ij)kl = δikδjl. En de´rivant det(C) par rapport a` A, on obtient :
∂det(C)
∂Aji
=
∑
kl
det(C)C−Tkl
∂Ckl
∂Aji
(C.9)
Il est suffisant d’avoir pour tout i, j que ∂C∂Aji = 0 :
∂C
∂Aji
=
∂(AC1A
T )
∂Aji
+
∂
(
(Id−A)C2(Id−A)T
)
∂Aji
(C.10)
= (AC1 − (Id−A)C2)J ij + [(AC1 − (Id−A)C2)J ij ]T (C.11)
A nouveau il est suffisant d’avoir AC1 − (Id−A)C2 = 0, ce qui donne :
A(C1 + C2) = C2 (C.12)
A = C2 (C1 + C2)
−1
(C.13)
A = C2C
−1
2
(
C−11 + C
−1
2
)−1
C−11 (C.14)
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Donc on obtient la solution donne´e par les e´quations (C.6) et (C.6) :
A =
(
C−11 + C
−1
2
)−1
C−11 (C.15)
Id−A = (C−11 + C−12 )−1 C−12 (C.16)
Finalement en utilisation cette expression de A dans l’e´quation (C.4), on obtient :
C = E[XXT ] =
(
C−11 + C
−1
2
)−1
(C.17)
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